№1.1 Лин.пр-во. def: ЛП-мн-во каких-либо эл-тов, в кот опр-ны 2 оп-ции: «слож-е» и «умн-е на число»: X={x,y,…} (x,y(X  x+y(X; (x(X;  (x(X, где ((R или ((С; Причем эти оп-ции удовл-ют св-вам: 1)(x,y(Х  y+x=x+y; 2) (x,y,z(Х (x+y)+z=x+(y+z) 3)(!0(X:x+0=x; (x(X; 4)(x(Х; ((-x)( X: x+(-x)=0; 5)(((x)=((()x; (x(X, ((,( -чисел 6)((x+y)=(x+(y; (x,y(Х,((-числа; 7)((+()x=(x+(y (x(X,((,(-чисел; 8)(! 1(X: 1x=x; (x(X Док-ем 0x=0 : 0x={св-во 3}=0x+0={св-во 4}=0x+(x+(-x))={св-во 2}=(0x+x)+(-x)={св-во 8}=(0x+1x)+(-x)={св-во 7}=(0+1)x+(-x)=1x+(-x)={св-во 8}= x+(-x)={св-во 4}=0; Док-ем (-1)x=(-x): (-1)x={3)}=(-1)x+0={4)}=(-1)x+(x+(-x))={2}=((-1)x+x)+(-x))={8)}=((-1)x+1x)+(-x)={7)}=((-1)+1)x+(-x)=0x+(-x)={исп pred док-во}=(-x)+0={3)}=(-x); Док-ем (0=0: (0={4)}=((x+(-x))={8)}=((1x+(-x))=((1x+(-1)x)={7)}= (((1+(-1))x)={5)}=((1+((-1))x=0x= {по pred}=0; Док-ем,что е (x=(x (где x(0),то (=(: (x+(-((x))=(x+(-((x))={по pred}=(x+(-1)((x)={8)}=(x+((-1)()x= (x+(-()x={7)}=((+(-())x= 0x= {pred}=0; Преобраз лев.ч.:(x+(-((x))=(x+(-1)((x)=(x+((-1)()x=(x+(-()x=((-()x; Имеем,что ((-()x=0; Пусть (-((0, тогда (1/((-())((-()x=(1/((-())0={pred}=0 но по св-ву 5) ((1/((-())((-())x=1x={8)}=x; Т.о.x=0,но по предположению x(0; Прот-чие; Примеры ЛП: 1)Мн-во Х-действ.ч.{x} с обычными оп-ями “+” и “*” 2)Мн-во компл-ых ч {z} 3)X={x=((1,…,(N)}; (1,…,(N-действ ч; y=((1,…,(N) и x+y= 
1.2{def}=(((1+(1),…,((n,…,(n)); (x={def}=(((1,…,((n); Проверим: y+x=(((1+(1),…,((N+(N))=(((1+(1),…,((N+(N))=x+y; (-x)=(-(1(,…,-(N); ((x+y)= ((((1+(1),…,((N+(N))= ((((1+(1), …,(((N+(N))=(((1+((1,…,((N+((N)=(((1,…,((N)+(((1,…,((N)=(((1,…,(N)+(((1,…,(N)= (x+(y;4)X={x=((1,…, (n,…)}; sup(n(N)((n(=Mx<+( ; x+y={def}=((1+(1,…,(n+(n,…); (x={def}=(((1,…,((n,…); sup(n(N)((n+(n((sup(n(N)((n(+sup(n(N)((n(; 0( Mx+y(Mx+My<+(; sup(n(N)(((n(= (((sup(n(N)((n(=(((M(x; 0(M(x=(((Mx<+(; 0={def}=(0,…,0,…); (-x)={def}=(-(1,…,(n,…); Очев. M-x=Mx; M0=0; y+x=((1+(1,…,(n+(n,…)= ((1+ (1,…,(N+(N,…)=x+y; 5)X={x=((1,…,(n,…)(lim(n(()(n=(x((}; x+y={def}=((1+(1,…,(n+(n, …); (x={def}= (((1,…,((n,…); lim(n(()((n+(n)= lim(n(()(n+lim(n(()(n=(x+(x((; lim(n(()(((n)=(lim(n(()(n=(((((; (-x)={def}=(-(1, …,-(n,…); lim(n( ()(-(n)=-lim(n(()(n=-(x((; 6)X= {x=((1,…,(n,…): ((n=1,()((n(p<(}; p>0; x+y={def}=((1+(1,…,(n+(n,…); (x={def}=(((1,…, ((n,…); {!система из 2-х уравнений} {((n=1,()|(n|p<(; ((n=1,()|(n|p<(}; |(n+(n|p((|(n|+|(n|)p((2max{|(n|, |(n|})p(2p(|(n|p+|(n|p); ((n=1,()|(n+(n|p( 2p(((n=1,()|(n|p+ ((n=1,()|(n|p)<(; ((n= 1,()|((n|p= |(|p((n=1,()|(n|p<+(; 0=(0,…,0); ((n=1,()|0|p=0<+(; ((n=1,()|(-(n)|p=((n=1,()|(n|p<+(; {x=((1,…,(n): sup(n( N)|(n|<+(}({x=((1,…,(n, …): lim(n(()(n=(((}({x=((1,…,(n): ((n=1,()|(n|p<(}; 7)X={x=x(t),непр на [a;b]}; x+y={def}=x(t)+y(t)(X; (x=(x(t)( 

1.3X; 0-это f(t)(0 (t([a;b];      –x=-x(t); Пусть X={x}-ЛП def: (1x1+…+(nxn, где x1,…,xn(X ((1,…,(n-мн-во чисел) наз-ся лин комбинацией эл-ов x1,…,xn с коэфф (1,…,(n ; def: Сист. эл-ов x1,…,xn лин пр-ва Х наз-ся лин незав (ЛН),если из (1x1+…+(nxn=0 след. (1=…=(n=0; def: Если система не явл ЛН,то она наз-ся ЛЗ; Th: Если x1,…,xn-ЛЗ,то x1,…,xn,xn+1,…,xm-ЛЗ; Док-во:По усл ( (1,…,(n: {!система из 2-х уравнений} {|(1|+…+|(n|>0; (1x1+…+(nxn=0}; Возьмем (n+1= …=(m=0, тогда {!сист из 2-х ур-ий} {|(1|+…+|(n|+|(n+1|+…+|(m|=|(1|+…+|(n|+0+…+0=|(1|+…+|(n|>0; (1x1+… +(nxn+(n+1xn+1+…+(mxm= (1x1+…+(nxn+ 0xn+1+…+0xm= (1x1+…+(nxn =0}; Т.о. сист. x1,…,xm – ЛЗ #; Th:(следствие pred Th): Если x1,…,xk,xk+1, …,xn-ЛН, то x1,…,xk-ЛН; Док-во: Пусть это не так и x1,…,xk-ЛЗ, тогда по pred Th имеем : x1,…,xk,xk+1,…,xn-ЛЗ,что противоречит усл #; Пример: П X={x=((1,…,(N)}; Укажем ЛНС; Пусть x1=(1,0,…,0), x2=(0,1,0,…,0), … , xN=(0,…,0,1); Докажем ее ЛН –ть: Взяли (1x1+(NxN=((1,…,(N)=0; ( (1=…=(N=0; Или y1=(1,0,…,0), y2=(1,1,0,…,0), … ,yN=(1,…,1); def: (x1,x2,…,xn)(X-ЛП; Беск посл-ть ЛП обр-ет беск ЛНС, если (n(N (x1,…,xn) –ЛН; def: Мн-во М эл-ов ЛП Х наз-ся лин много- образием, если 1)(x1,x2(M; x1+x2(M; 2)(x(M и (( (x(M; Очевидно 0(М (0х=0); Если х(М; ( (-х)(М; (-х)=(-1)х ; x1,…,xk элем ЛП Х; Рассм мн-во всех {(1x1+…+(kxk} ((1,…,(k-все допуст-ые числ-е знач-я); M0={(1x1+…+(kxk}-оч-но; Св-

1.4во M0 if взять ( лин многообразие: (M1- Л Мно –гооб. {x1,…,xk}(M1; ( M0(M1; def: M0 наз-ся min-ым Л мног-ем, сод-щим эл-ты {x1,…,xk};

№2.1 Лин.норм.пр-ва: 1)X={x}-мн-во действ чисел; ||x||=|x|; Вып-ние 1)-3) оч-но 2)X-ЛП компл.ч. ||z||=|z|=((a2+b2), если z=a+bi Тогда св-во 3): ||z+w||=|z+w|(|z|+|w|=||z||+||w||; 3)X={x=((1,…,(N)}-мн-во наборов действ чисел ||x||=((|(1|2+…+|(n|2)=(((j=1,N)|(j|2; Проверим вып-ние св-в нормы: 1)||x||(0 очевидно; 0=||x||=(((j=1,N)|(j|2; ( ((j=1,N)|(j|2=0; ( |(1|2=…=|(N|2=0; ( (1=(2=…=(N=0; ( x=0; Если (1=…=(N=0, то очевидно ||x||=0; 2) ||(x||=((((j=1,N)|((j|2)=((|(|2((j=1,N)|(j|2)=|(|((((j=1,N)|(j|2)=|(| ||x||; 3)Сначала док-ем нер-во Буняк-го-Коши: ((j=1,N)|ajbj|(((((j=1,N)|aj|2)( (((j=1,N)|bj|2); Док-во проведем для дейст чисел: 0(((j=1,N)(|aj|+(|bj|)2=((j=1,N)(|aj|2+2(|aj||bj|+(2|bj|2)=((j=1,N)|aj|2+2(((j=1,N)|aj||bj|+(2((j=1,N)|bj|2; ( D/4(0; D/4=(((j=1,N)|aj||bj|)2-(((j=1,N)|aj|2)(((j=1,N)|bj2|)(0; ( ((j=1,N)|ajbj|(((((j=1,N)|aj|2)((((j=1,N)|bj|2) и нер-во Бун-Коши #; Возвр-ясь к 3): ((j=1,N)|(j+(j|2(((j=1,N)(|(j|+|(j|)2=((j=1,N)|(j|(|(j|+|(j|)+((j=1,N)|(j|(|(j|+|(j|)(((((j=1,N)|(j|2)((((j=1,N)(|(j|+|(j|)2)+((((j=1,N)|(j|2)((((j=1,N)(|(j|+ |(j|)2)=((((j=1,N)(|(j|+|(j|)2)((((j=1,N)|(j|2+(((j=1,N)|(j|2); Имеем ((((j=1,N)(|(j|+|(j|)2)((((j=1,N)|(j|2+(((j=1,N)|(j|2 ###; {x=((1,…,(N): ||x||=((((j= 1,N)|(j|2) }=RN; {x: x-числа,||x||=|x|}=R мн-во действ чисел; {z: ||z||=|z|}=C – мн-во cplx чисел; Эту норму наз-ют Евклидовой; Проверим будет ли 

2.2нормой ||x||=|(1|+|(2| для R2={x=((1,(2)}: 1)|(1|+|(2|=0;( (1=(1=0,т.е. x=0; 2)||(x||=|((1|+|((2|=|(|(|(1|+|(2|)= |(| ||x||; 3)||x+y||=|(1+(1|+|(2+(2|( |(1|+ |(1|+|(2|+|(2|=||x||+||y||; Т.о.в одном и том же ЛП можно ввести разные нормы и мы получ.при этом разные ЛП; 4) 5){x=((1,…,(n,…)} 4) sup(n( N)|(n|<+(; Обозн пр-во m 5)lim(n(()(n=(x((; Обозн пр-во c; В обоих случаях ||x||=sup(n(N)|(n|; Проверим норму: 1)0=||x||= sup(n(N)|(n|; ( (1=(2=…=0; ( x=0; 2)||(x||=sup(n(N)|((n|=sup(n(N)(|(||(n|)=|(|sup(n(N)|(n|=|(| ||x||; 3)||x+y||=|(n+(n|=|(n|+|(n|(sup(n(N)|(n|+sup(n(N)|(n|=||x||+||y||; Т.о.пр-ва m и c явл нормир-ми; 7){x=x(t), a(t(b-непр} C[a;b]; Чебышевская норма ||x||=sup(a(t(b)|x(t)|=max(a(t(b)|x(t)|(0 (по Th Вейерштр.); 1) 0=||x||=sup(a(t(b)|x(t)|; ( x(t)=0; (t([a;b] ; 2)||(x||=sup(a(t(b)|(x(t)|=sup(a(t(b)(|(||x(t)|)=|(|sup(a(t(b)|x(t)|= |(| ||x||; 3)|x(t)+y(t)|(|x(t)|+|y(t)|( sup(a(t( b)|x(t)|+sup(a(t(b)|y(t)|=||x||+||y||<+(; (t([a;b]; 6)x=((1,…,(n): ((n=1,()|(n|p<+(; (1(p<+(); |((n|p=(|(||(n|)p=|(|p|(n|p; ||x||=(((n=1,()|(n|p)1/p; 1)0=||x||= (((n=1,()|(n|p)1/p=0; ( ((n=1,()|(n|p=0; ( |(1|p=|(2|p=…=|(n|p=0; ( (1=(2=…=(n=0, т.е. x=0; 2)|(x||=(((n= 1,()|((n|p)1/p=(|(|p((n=1,()|(n|p)1/p= |(|(((n= 1,()|(n|p)1/p=|(| ||x||; Для p<1 не вып-ся аксиома((-ка; 3)||x+y||=(((n=1,()|(n+(n|p)1/p({?}((((n=1,()|(n|p)1/p+(((n=1,()|(n|p)1/p: а)при p=1  ((n=1,()|(n+ (n|( ((n=1,()|(n|+((n=1,()|(n|, т.к. |(n+(n|(|(n|+|(n|; (n(N; б)1<p<+(; Нер-во Янга: 1<p<+(; q=p/(p-1), 1<q<+(; (*) 1/p+1/q=1; 

2.3 p=q/(q-1) (такие p и q наз-ся сопряженными знач-ми); A>0,B>0; A1/pB1/q(A/p+B/q ; ((x)=x1/p-x/p-1/q, x(0; ((0)=-1/q<0; ((1)=1-1/p-1/q; ((x) -непр при x(0; (((x)=(1/p)x1/p-1-1/p ( для всех x>0; (((1)=1/p-1/p=0; ((((x)=1/p(1/p-1)x1/p-2, т.е. ((((x)<0 при x>0; Т.о. ((x)(0 (x(0; Положим x=A/B; (A/B)q/p-(1/p)A/B-1/q(0, причем =0 только при х=1б т.е.при B=A; A1/pB1-1/p-A/p-B/q(0; Из этого и (*) имеем: A1/pB1/q-A/p-B/q(0; A1/pB1/q(A/p+B/q; Пусть р=2, тогда q=p/(p-1)=2, т.е. 2 сопряжено само себе; Посмотрим на нер-во Янга в случае p=q=2: A1/2B1/2(A/2+B/2, т.е.((AB)((A+B)/2; С пом этого нер-ва Янга док.нер-во Гельд.;

№3.1Нер-воГельдера:((j=1,N)|ajbj|(((j=1,N)|aj|p)1/p(((j=1,N)|bj|q)1/q; (при p=q=2 получаем нер-во Буняк-го-Коши ((j=1,N)|ajbj|( (((j=1,N)|aj|2)1/2 (((j= 1,N)|bj|2)1/2;); Док-во: aj, bj(0 (j; A=|aj|p/(((j=1,N)|aj|p); B=|bj|q/(((j=1,N)|bj|q); (|aj||bj|)/(((j=1,N)|aj|p)1/p (((j=1,N)|bj|q)1/q((1/p)|aj|p/(((j=1,N)|aj|p)+(1/q)|bj|( q/(((j=1,N)|bj|q); Сложим нер-во по всем j: (((j=1,N)|aj||bj|)/(((j=1,N)|aj|p)1/p (((j=1,N)|bj|q)1/q((1/p)(((j=1,N)|aj|p)/(((j=1,N)|aj|p)+(1/q)(((j=1,N)|bj|q)/(((j= 1,N)|bj|q)=1/p+1/q=1; ((j=1,N)|ajbj|= (|aj||bj|( ((|aj|p)1/p((|bj|q)1/q; |aj|=(|bj|; Если {!сист 2-х ур-ий}: {((j=1,()|aj|p<+(, ((j=1,()|bj|q<+(}, то 1/p+1/q=1; ((j=1,()|ajbj|=(((j=1,()|aj|p)1/p(((j=1,()|bj|q)1/q; (((j=1,N)|aj|p)1/p( (((j=1,()|aj|p)1/p; (((j=1,N)|bj|q)1/q( (((j=1,()|bj|q)1/q; ((j=1,N)|ajbj|((((j=1,()|aj|p)1/p(((j= 
3.2 1,()|bj|q)1/q<+(; ((j=1,()|ajbj|((((j=1,()|aj|p)1/p(((j=1,()|bj|q)1/q #; x(t),y(t)-непр на [a;b] ф-ции; a(b|x(t)y(t)|dt((a(b|x(t)|pdt)1/p(a(b|y(t)|qdt)1/q(1/p+1/q=1); A=|x(t)|p/(a(b|x(t)|pdt); B=|y(t)|q/(a(b|y(t)|qdt); Применяя нер-во Янга A1/pB1/q(A/p+B/q:|x(t)||y(t)|/((a(b|x(t)|pdt)1/p(a(b|y(t)|qdt)1/q)((1/p)|x(t)|p/(a(b|x(t)|pdt)+ (1/q)|y(t)|q/(a(b|y(t)|qdt); a(b|x(t)||y(t)|dt/((a(b|x(t)|pdt)(a(b|y(t)|qdt))(1; a(b|x(t)y (t)|dt= a(b|x(t)||y(t)|dt((a(b|x(t)|pdt)1/p(a(b|y(t)|qdt)1/q; p=q=2; a(b|x(t)y(t)|dt( (a(b|x(t)|2dt)1/2(a(b|y(t)|2dt)1/2 –нер-во Бун-Коши для (-лов; {!Везде далее,е не оговорено особо, ((j=1,N)} (|(j+(j|p( ((|(j|+|(j|)p= ((|(j|+|(j|)p-1(|(j|+|(j|)= (|(j|(|(j|+|(j|)p-1+(|(j|(|(j|+|(j|)p-1({применяя нер-во Гельдера}(((|(j|p)1/p (((|(j|+|(j|)(p-1)q)1/q+ ((|(j|p)1/p (((|(j|+|(j|)(p-1)q)1/q={q=p/(p-1); ( (p-1)q=p}= (((|(j|+|(j|)p)1/q((|(j|p)1/p+((|(j|p)1/p; (((|(j|+|(j|)p)1-1/q=(((|(j|+|(j|)p)1/q(((|(j|p)1/p+ ((|(j|p)1/p; (((|(j+(j|)p)1/p((((|(j|+|(j|)p)1/p(((|(j|p)1/p+((|(j|p)1/p; нер-во Минковского для конечных сумм; (((|(j+(j|)p)1/p(((|(j|p)1/p+((|(j|p)1/p {!здесь и далее, е не оговорено особо ((j=1,()} Если {!система 2-х ур-ий} {(|(j|p<+(, (|(j|p<+(}, то сх-ся ряд (|(j+(j|p и  ((|(j+(j|p)1/p(((|(j|p)1/p+((|(j|p)1/p, 1(p<+( нер-во Минк. для (-ных наборов. lp-нормированное пр-во {x=((0,…,(n,…): (|(j|p<+(} 1(p<+(; ||x||={def}=((|(j|p)1/p; ||x+y||(||x||+||y|| ###; Рассм ЛП ф-ций {x=x(t) -непр на [a;b]}; ||x||=(a(b|x(t)|pdt)1/p, 1(p<(; Обозн Lp{!с волной} 1) ||x||>0 -очевидно; (a(b|x(t)|pdt)1/p=0; ( a(b|x(t)|pdt=0; Пусть |x(t0)|p>0, t0((a;b); Из непр-ти ф: ((>0(((()>0: при |t-t0|<((() вып-

3.3ся ||x(t)|p-|x(t0)|p|<(; Взяли (=|x(t0)|p/2>0; Обозн (0=((|x(t0)|p/2); |t-t0|<(0; |x(t0)|p-|x(t)|p<|x(t0)|p/2=(; |x(t0)|p/2<|x(t)|p; (t : |t-t0|<(0; a(b|x(t)|pdt( t0-( 0(t0+( 0 |x(t)|pdt((|x(t0)|p/2) t0-( 0(t0+( 01dt=(0|x(t0)|p>0; Но a(b|x(t)|pdt=0; Т.о.получили прот-чие; Имеем (t([a;b] из a(b|x(t)|pdt=0; ( x(t)=0 #; Это явл осн леммой вариационного исчисления; 2)||(x||=(a(b|(x(t)|pdt)1/p=(a(b|(|p|x(t)|pdt)1/p=|(|(a(b|x(t)|p dt)1/p=|(| ||x||; 3)||x+y||(||x||+||y||; (a(b|x(t)+y(t)|pdt)1/p((a(b|x(t)|pdt)1/p+ (a(b|y(t)|pdt)1/p; Для p=1: a(b|x(t)+y(t)|dt( a(b|x(t)|+|y(t)|dt =a(b|x(t)|dt+a(b|y(t)|dt; Для 1<p<+(: a(b|x(t)+y(t)|pdt( a(b(|x(t)|+|y(t)|)pdt=a(b(|x(t)|+|y(t)|)(|x(t)|+|y(t)|)p-1 dt= a(b|x(t)|(|x(t)|+|y(t)|)p-1dt+ a(b|y(t)|(|x(t)|+|y(t)|)p-1dt({прим-ем к кажд из этих (-ов нер-во Гельдера}((a(b|x(t)|pdt)1/p(a(b(|x(t)|+|y(t)|)(p-1)qdt)1/q+(a(b|y(t)|p dt)1/p(a(b(|x(t)|+|y(t)|)(p-1)qdt)1/q={1/q=(p-1)/p=1-1/p}=((a(b|x(t)|pdt)1/p+ (a(b|y(t)|pdt)1/p) (a(b(|x(t)|+|y(t)|)pdt)1-1/p; Имеем: (a(b(|x(t)|+|y(t)|)pdt)1/p((a(b|x(t)|pdt)1/p+ (a(b|y(t)|pdt)1/p ###; {x=x(t) непр [a,b] |  ||x||=(a(b|x(t)|pdt)1/p}=Lp(с волной)[a,b] def: Если каждый эл-т X ЛНП X1 является эл-том ЛНП X2, причем ( пост число C>0: (x(X1 ||x||X2(C||x||X1, то говорят, что ЛНП X1 вложено в ЛНП X2, что запис-ют X1(>X2 ; X={x=((1,…,(N)} ||x||{в пр-ве mN}= max(1(j(N)|(j|  ||x||{в lpN}=(((j=1..N)|(j|p)1/p Вып-ся след нер-во: ||x||{в lpN}=(((j= 1..N)|(j|p)1/p(||x||{в mN}=max(1(j(N)|(j|  ||x||{в mN}(1*||x||{в lpN}  ||x||{в lpN}(> mN    lp1N, lp2N   ||x||{в lp1N}=(((j=1..N)|(j|p1)1/p1({p=p2/p1>1}( ((((j= 1..N)(|(j|p1)p)1/p(((j=1..N)1q)1/q)1/p1=(((j=1..N)|(j|p2)1/p2N1/qp1={q=p/(p-

3.4 1)=p2/p1/(p2/p1-1)=p2/(p2-p1)   qp1=p1p2/(p2-p1)}=N1/p1-1/p2||x||{в lp2N}; Т.о. lp2N(>lp1N(> l1N ; В норм-ом пр-ве можно вводить понятие сх-ти;Опр: Эл-т x ЛНП X наз-ся пределом посл-сти {xn} эл-в X, е lim(n(()||x-xn||X=0;  x=(в X)lim(n(()xn; xn((в X)x xn((в X)x(((>0 найдется N=N(()>0, что ||x-xn||<( при всех n>N((); Смысл сх-сти по норме различ норм-х пр-в; 10. R={x-действит ||x||R=|x|}  ||x-xn||R=|x-xn|(0 – сх-ть по норме R –это обычная сх-ть числ посл-сти; 20. C={z – компл ||z||C=|z|}  ||z-zn||C=|z-zn|(0; 30. RN={x=((1,…,(N)  ||x||(в RN)=(((j=1..N)|(j|2)1/2}; ||x-xn||=(((j=1..N)|(j-(j(n)|2)1/2; xn=((1(n),…,(N(n))  (((j=1..N)|(j-(j(n)|2)1/2(0; (|(j-(j(n)|(0; (j=1,2…N  Сх-ть по норме пр-ва RN –покоорд-я сх-ть; 5o m={x=((1,…,(N,…): ||x||m=supN|(N|}; C={x=((1,…,(N,…):lim(N=(x((; ||x||C=supN|(N|}; limxn=(!m,C над =)x; xn=((1(n),…,(N(n),…); supN|(N-(N(n)|<( при n>N((); (N при n>N(()  |(N-(N(n)|<(; Это озн, что покоорд-ная сх-ть – =мерная; lim(N(n)=(N равномерно по N; Т.о.сх-ть по норме пр-в m и C покоорд-я, =мерная отн-но номера координат; 6o lp 1(p<(;  lp={x=((1,…<(N,…): ((N=1..()|(N|p<+(; ||x||lp=(((j=1..()|(j|p)1/p}; Очевидно, что сх-ть здесь более жесткая, чем в пр-ве С, т к например: x=(…,1/(j1/p0log2(j+1))- j-ая коорд,…)(у log любое основание); Xn=(…,1/(n1/p0log2(n+1))- n-ый член, 0,…,0); ||x-x0||lp= (((j=n+1..()1/(jp/p0log2p(j+1)))1/p;(p>p0); {заметим p/p0(1; знаем, что (1/js сход при s>1} при p=p0, то 2p>1 и (1/jlogsj сх при s>1; Остаток ряда <( 

3.5 при n>N((); Т.о.при p(p0…сх-ся; В случае 1(p<p0 очевидно 1/(jp/p0log2p(j+1))>1/j при j>некоторого I0; А ряд (1/j –расх и по Th сравнения 1/(jp/p0log2p(j+1)) тоже расх; Т.о.||x||lp=+( и x(lp; Окончательно: xn(x(!над(lp) при p(p0; xn(x(!над(lp, (перечеркнута) при 1(p<p0; Очевидно xn(m;Cx; Рассм lp1,lp2  p2>p1(1; Утв: Е xn(lp1x, то xn(lp2x;  Сначала покажем: е x(lp1, то x(lp2 и ||x||lp2(||x||lp1; Не ограничивая общности можно считать, что ||x||lp1=1: If ||x||lp2(1 и x(0, то рассм. y=(1/||x||lp1)x Очев ||y||lp1=||(1/||x||lp1)(x||=(1/||x||lp1)(||x||lp2=1; Е показать, что из ||y||lp1=1(||y||lp2(1, то докажем, что треб-ся. ||1/||x||lp1(x||lp2p1= 1/||x||lp1(||x||lp2(1; ( ||x||lp1( ||x||lp2 ; П y=((1,…,(j,…) и ||y||lp1=(((j=1..()|(j|p1)1/p1=1; ( ((j=1..()|(j|p1=1(|(j|<1 (j или |(j0|=1, a (j=0 при j(j0; В ( из этих 2-х случаев имеем, что |(j|p2(|(j|p1; ( ((j=1..()|(j|p2(((j=1..()|(j|p1=1; ( (((j=1..()|(j|p2)1/p1(11/p2=1=(((j= 1..()|(j|p1)1/p1; ( ||y||=1 это говорит о том, что l1((! вложено) lp1(lp2(C(m при 1<p1<p2<(. Для конечных было: mN(CN(lp1N(…(lp2N(lp2N    mN,CN,lpN – эквив-ны; Е X1 и X2: 0<c1(||x||x1/(||x||x2)( c2<+(, то X1 и X2 – эквивалентны; Утв: ( два ЛНП ~-ны между собой (для конечномерн); 7o C[a;b]= {x=x(t) –непр на [a;b]}; ||x||C[a;b]= supa(t(b|x(t)| ; Е xn=xn(t)(C[a;b]x= x(t)((по опр)((>0; ( N=N(()>0: supa(t(b|x(t)-xn(t)|<( при n>N((); Это озн, что |x(t)-xn(t)|<( при n>N(() ( t([a;b]( {xn(t)} на [a;b] =мерно сх-ся к x(t); 8o(!L~ - ~ над L) L~p[a;b]={x=x(t) –непр на [a;b] и ||x||L~p[a;b]=(a(b|x(t)|pdt)1/p, 
3.6 1(p<+(}; Очевидно ||x||L~p[a;b]= (a(b|x(t)|pdt)1/p((a(b(supa(t(b|x(t)|)pdt)1/p= (supa(t(b|x(t)|)(b-a)1/p=(b-a)1/p||x||C[a;b]; Т.о.||x||L~p[a;b]((b-a)1/p||x||C[a;b]; Имеем С[a;b](L~p[a;b], 1(p<+(; Сообразим, что ||x||L~p[a;b]=(a(b|x(t)|p1dt)1/p1; Исп нер-во Гельд для (-лов: П p=p2/p1>1, тогда (a(b|x(t)|p1(1(dt)1/p1(((a(b(|x(t)|p1 )p2/p1dt)p1/p2((a(b1qdt)1/q)1/p1=(a(b|x(t)|p2dt)1/p2(b-a)1/qp1={q=p/(p-1)=(p2/p1)/(p2/p1-1)=p2/(p2-p1)}=(b-a)1/p1-1/p2||x||L~p[a;b]; Т.о.||x||L~p[a;b]((b-a)1/p1-1/p2||x||L~p[a;b], 1(p1<p2<+(; Оконч-но С[a;b](L~p2[a;b](L~ p1[a;b](L~[a;b]; Нельзя сказать, что C[a;b]~L~[a;b]; Напр: xn(t)={1-nt, при 0(t(1/n; 0, при 1/n(t(1}; /*Рисунок оси x и t, отрезок [(0,1);(1/n,0)] 1/n([0;1]*/; Легко понять ||xn||C[0;1]=1, при этом ||xn||L~[0;1]=1/2n {т к (-л – это площадь}; Видим, что ||xn||C[0;1]/||xn||L~[0;1]=2n и нельзя сказать, что 2n<c2<+(;/*Рисунок оси x и t, отрезки [(0,0);xn(I)(t)], [xn(I)(t),(1/n,0)] 1/n([0,1], xn(I)(t)=(1/2n,1);*/; Очевидно ||xn(I)||C[0;1]=1; (t([0;1]; lim(x=0 и ||x-xn||L~[0;1](0)xn(t)=0; xn(I)(t)не(0  в С[0;1];

№4.1Полнота норм-х пр-в:X-ЛНП;{xn}( X; Опр:Посл-ть{xn}ЛНП X наз-ся фунд-ой, е( (>0 найдется N=N(()>0: ||xm-xn||<( при всех m>n>N(()> 0: ||xm-xn||<( при всех m>n>N((); X=L(с ~)[0;1]={x=x(t)- непр на [0;1]; ||x||(в L(с ~))=0(1|x(t)|dt; xn=xn(t)={n/ln22n при 0(t(1/n, 1/tln22/t, при t([1/n;1]; Проверим посл-ть на фунд-сть; 0(1|xm(t)- xn(t)|dt= 0(1/n(xm(t)- xn(t))dt=(m/ln22m-n/ln22n)1/m+1/m(1/n(1/tln22/t - n/ln22n )dt< 1/ln22m+1/ln2/t|t=1/nt=1/m= 

4.2 1/ln22m+1/ln2n-1/ln2m<1/ln22m+1/ln2n<2/ln2n<(; n>N(()=e2/(/2; Очев эта посл-ть фунд-ная; Оч-но, что в кажд.точке ф-ция сх-ся  limn((xn(t)= {1/tln22/t , t((0;1] ; +(, t=0}; 0(1|x(t)-xn(t)|dt=||x-xn||(в L(с ~))= 0(1/n(1/tln22/t -n/ln22n )dt<0(1/ndt/tln22/t=1/ln2/t|t=1/nt=0=1/ln2n-0=1/ln2n; Т.о. видно, что limn((||x-xn||L(c ~)=0  Но x(t) –не явл непр, и неогр-на  x(t)((в L(с ~))[0;1]; Поэтому это пр-во не явл полным; X={P(t)=a0tn+a1tn-1+…+an} причем a0(0  n=0,1,2…   aj(R, т.е. возьмем все многочлены; Легко понять, что это ЛП; ||p||X=sup[0;1]|p(t)|; Рассм.pn=1+t/1!+t2/2!+…+tn/n!; ||pm-pn||=sup0(t(1 |tn+1/(n+1)!+…+tm/m!|={очев sup дост-ся при t=1}=1/(n+1)!+…+1/m!<1/(n+1)!(1+1/(n+2)+1/(n+2)(n+3)+…)<1/(n+1)!(1+1/2+1/22+1/23+…)< 2/(n+ 1)!(0; ( это фунд посл-ть; x=et=1+t/1!+…; ||p-pn||=sup(0(t(1)| tn+1/(n+1)!+…|=1/(n+1)!+…<2/(n+1)!(0; et(X т к et не явл многочленом;  Однако взяв  R={x} ||x||=|x|; ||xm-xn||=||xm-xn||<( при m>n>N(()((limn((xn=a((; def: Лин норм пр-во X наз полным, е ( фунд посл-ть из X имеет предел x(X; Т.е в ПЛНП справедлив критерий Коши:  limn((xn=(в X)=x(X (, когда {xn} –фунд-ная; ||xm-x||<(/2 и ||xn-x||<(/2; ( m>n>N((); ||xm-xn||= ||(xm-x)-(xn-x)||(||xm-x||+||xn-x||<(/2+(/2=(; Примеры ПЛНП: 10 пр-во R={x} ||x||R=|x| -полное; L( с ~)[0;1], X={P(t)=a0tn+…} не явл полным; 20С= {z}={z=a+ib}; ||z||C=|z|=((a2+b2) –полн.пр-во; 30RN={x=((1,…,(N)};   ||x||( в RN)=(((j=1..N)|(j|2)1/2 ; ||xm-xn||( в RN)=(((j=1..N)|(j(m)-(j(n)|2)1/2 <(   при 
4.3 m>n>N((); ( |(j(m)- (j(n)|<( при m>n>N(() (j=1,2…N; {(j(n)}n(N –фунд в R; ( ( (j((: limn(((j(n)=(j((; x=((1,…,(N)(RN; limn(( (((j=1..N)|(j- (j(n)|2)1/2=0; limn((xn=(в RN)=x; 70 C[a;b]={x=x(t) – непр на [a;b]}; ||x||C[a;b]=supa(t(b|x(t)|; ||xm-xn||C[a;b]=supa(t(b|xm(t)-xn(t)|<( (m>n>N((); |xm(t)-xn(t)|<( при m>n>N(() (t([a;b]; Это значит, что {xn(t)}n(N -фунд в R при ( фикс. t ; ( ( x(t)=limn((xn(t)((; В нер-ве |xm(t)-xn(t)|(( при m>n>N(() перейдем к пределу при m((; Получим |x(t)-xn(t)|((  при n>N(() ( t ([a;b] sup[a;b]|x(t)-xn(t)|=||x-xn||C[a;b](( при n>N((); Получ., что limn((||x-xn|| C[a;b]=0; Теперь надо д-ть, что х –непр; Знаем, что xn(t) =мерно сх-ся к x(t) т Вейерштрасса x(t)(C[a;b], отсюда следует полнота;

№5.1 Полнота пр-в m,c,c[a,b]:Док-ем, что пр-во c[a,b]={x=x(t),непр на [a,b]; ||x||c[a,b]=sup[a<=t<=b]|x(t)| -полное; ||xm-xn||=sup{a,b]|xm(t)-xn(t)|<(; ( m>n>N((); т.е.это фунд.посл; |xm(t)-xn(t)|<( при m>n>N(() (t([a,b], т.е.посл.{xn(t)}n(N -фунд.в R(фикс. t; ( ( x(t)=lim[m((]xm(t)((; В нер. |xm(t)-xn(t)|<( перейд.к lim при m((; |xm(t)-xn(t)|<( при n>N(() ( t([a,b]; sup[a,b]|x(t)-xn(t)|=||x-xn||c[a,b]=0 xn(t) равном.сход.к x(t); По т.Вейершт x(t)(C[a,b]; ( c[a,b] -полное; m={x=((1…(n…): sup[n]|(n|=(x<+(}; ||x||m=sup[n(N]|(n|; Пусть xr фунд в m; xr=((1(k)…(n(k)); ||xm-xk||=sup[n(N]|(n(m)-(n(k)|<( при m>k>K(() {(n(k)}k(N -фунд вR при кот.фикс n(N; ( lim[k((](n(k)=(n((; lim[n((]|(n(m)-(n(k)|=|(n-(n(k)|(( при k>K(() (n(N sup[n(N] 
5.2|(n-(n(k)|((; x= ((1…(n…)((?)m; |(n|-|(n(k)|=|(n-(n(k)|(1 при k>K0=K(1); |(n|(1+|(n(k0)|(1+sup[n(N]|(n(k0)|; sup[n(N]|(n|(1+sup[n(N]|(n(k0)|=C<+(; sup[n( N]|(n-(n(k)|( (; ||x-xk||m(( при k>K((); x=mlim[k((] xk; C={x=((1…(n) lim[n((](n=(0((; ||x||С=sup[n(N]|(N|<+(}; XK=((1(k)… (n(k)…)(C, {xk}-фунд. в С; (1(1),…, (n(1),…( (0(1)(( ;…;(1(k)…(n(k)…((0(k) ((;…;(1…(n((0; Надо пок-ть, что last строка и last столбец((0; Доп.против. (0(k) не ( к кон.пред.(0; Тогда ( посл.{ks(1)} и {ks(2)}: lim[s((]ks(1),(2)=( и ( некое (0>0, обл.св-вом,что |(0(k[s,1]- (0(k[s,2])|((>0( S:lim[n((](n(k[s,1,2])= (0(k[s,1,2] ((; |(0(k[s,1,2])- (n(k[s,1,2])|<( при n>N((); sup[n(N]| (n(k[s,1])-(n(k[s,2])<( при ks(1) и ks(2)>k((); 0<(0((0(k[s,1])- (0(k[s,2])|=|( (0(k[s,1])-(n(k[s,1])+( (n(k[s,1])- (n(k[s,2])+((n(k[s,2])- (0(k[s,2])|(|(0(k[s,1])-(n(k[s,1])|+|(n(k[s,1])-(n(k[s,2]|+|(n(k[s,2])-(0(k[s,2]|<(+(+(=3(; Е. (<(0/6 то 3(<(0/2, но>чем  (0 ; -получ.противор; т.о. вертикаль им.кон.пред.; Доп.теперь, что (n не ( к (0; ( ({n(}и ( некое (0>0: |(n((k)-(0(k)|((0>0 ((; Возьмем k: |(n((k)-(n(|<(, когда k>k(()|(n((k)-(0(k)|<(, когда (>(((); Возьмем k наст.большим, чтоб |(0(k)-(0|<(, когда k>k((); (0(|(n(-(0|=|((n(-(n((k))+( (n((k)-(0(k))+((0(k)-(0)|(|(n(-(n((k)|+|(n((k)-(0(k)|+|(0(k)-(0|(3(<(0/2 –против-е; т.о. строка им.кон.пред; x=((1…(n…)(C; sup[n] |(n(m)-(n(k)|<( при m>k>K((); Переходя  к  lim[m((] sup [n(N] (n-(n(k))(( ||x-x(k)||C(( при k>k(() lim[k((]xk=cx(C;
№6.1 Лин.оп-ры, непр-ть…: Пусть A=(a11…a1n<<…<<an1…ann), x=((1<<.<<.<<(n); Тогда можно умнож.A на x: x=((1<<.<<.<<(n)=y; Очев, что  хT,уT(Rn; x(ay; x,y(Rn; Это правило обладает таким св-вом:{A(x1+x2)=Ax1+Ax2 –аддитивность; A((x)=(Ax -однородность}-св-во лин-ти; Т.е. A –оп-ор; А в таком случ.наз.лин.опер. Rn(ARn;Пр1: возьмем k(t,(), t,(([a,b], причем k(t,() –непр.на [a,b]([a,b]; Пусть x -непр.ф-я на [a,b], т.е. x=x(t)(C[a,b]; y=y(t)=([a,b]k(t,()x(()d(=Ax; Очевидно, что y=y(t) =([a,b](k(t,()x1(()+ x2(())d(=)=([a,b]k(t, ()x1(()d(+([a,b]k(t,()x(()d(; ([a,b]k(t,() ((x(())d(=(([a,b]k(t,()(x(())d(, т.о. А-лин.опер. С[a,b](AC[a,b]; Пр2: Пусть C(2)={x=x(t): x’’(t) -непр.на [a,b]}; ||x||c(2)[a,b]=|x(a)|+|x’(a)|+|x’’(a)|; Ax=d2x/dt2+x=y; Очевидно, что про у кроме того, что она непр.мы ничего сказ.не можем. A(x1+x2)=Ax1+Ax2 ; A((x)=(Ax –по св-ву произв; Т.о. A-лин.опер. С(2)[a,b](AC[a,b]; A -лин.опер, дейст. из л.н.п. X в л.н.п. Y, y=Ax; def:Лин.оп. A из л.н.п. X в л.н.п. Y наз.непрер в т. x(0)(X, е.( послед.{xn} эл-тов X : lim[n((]||x(0)-xn||X=0 вып-но усл-е lim[n((]||Ax(0)-Axn||Y=0; Th:пусть А-лин опер. из л.н.п. X в л.н.п. Y, x-фикс. из X и lim[n((]||Аx-Аxn||Y=0; е. lim[n((]||x-xn||X=0, тогда ( x’(x из lim[n((]||x’-x’n||X=0; ( lim[n((]||Ax’-Ax’n||X=0; Д-во: xn=x+(x’-xn’); ||x-xn||X=||xn’-x’||X; ( lim[n((]||x-xn||X=0; ( lim[n((]||Ax-Axn||Y=0; Axn-Ax=A(xn-x)=A(x-xn’)=Ax’-Axn’; 0= lim[n((]||Axn-Ax||Y= lim[n((]||Ax’-Axn’||Y=0; т. д-

6.2 на; Пр-ры непр оп-ов: A:RN(RN ; Ax=A((1.<<.<<(N)=(a11…a1n<<…<<an1…ann) ((1<<.<<.<<(N); Покажем  его  непр: x=((1(n)…(N(n)); x=((1…(N); ||x-xn||R[N]=(([j=1,n]|(j-(j(n)|2)(0 при n((; Ax=y=((1…(n); (i=([j=1,n]aij(j Axn=yn=((1(n)…(n(n));  (i(n)=([j=1,n]aij(j(n); ||Ax-Axn||R[N]=||y-yn||R[N]=(([i= 1,n]|(i-(i(n)|2)1/2=(([i=1,n]|([j=1..n] aij((j-(j(n))|2)1/2(([i=1..n] (([j=1..n]aij2)( ([j=1..n]|(j-(j(n)|2)1/2=(([i=1..n]( ([j=1..n] aij2)||x-xn||2R[N])1/2=||x-xn||RN( ([i= 1...n] ([j=1..n]aij)1/2; ( lim[n((]||Ax-Axn||R[N=0, е. lim[n((]||x’-xn||R[N]=0 т.е. A-непр. лин.опер. из RN в RN ; пр2: y=Ax=Ax(t)=([a,b]k(t,()x(()d( ; x=x(t)(C[a,b] k(t,()(C[a,b]x[a,b] покажем его непрер: ||y-yn||C[a,b]=sup[a(t(b]| ([a,b]k(t,()x(()d(-([a,b]k(t,()xn(()d(|=sup[a(t(b] ([a,b]k(t,()(x(()-xn(())d(|( sup[a(t(b] ([a,b]|k(t,()||x(()-xn(()|d((sup[a(t(b] ([a,b]|k(t,()| (sup [a(t(b]|x(()-xn(()|)d(=||x-xn||C[a,b]sup [a(t(b] ([a,b]k(t,()d(=||x-xn||C[a,b](M; M<+(; Значит ||Ax-Axn||C[a,b](M(||x-xn||C[a,b]; ( lim[n((]||Ax-Axn||C[a,b]=0, е. lim[n((]||x-xn||C[a,b]=0, т.е. опер. А –непрер; пр3: Ax=d2x/dt2+x=y(t); x=x(t)(C(2)[a,b]= {x(t): x’’(t) непр. на [a,b]| ||x||c(2)[a,b]=sup[a(t(b]|x(t)|+ sup[a(t(b]|x’(t)|+ sup[a(t(b]|x’’(t)|}; y=y(t)([a,b]; y=y(t)(C[a,b]; ||y||=||Ax||C[a,b] ; ||Ax||C[a,b]= sup[a(t(b]|d2x/dt2+x|( sup[a(t(b]|d2x/dt2|+sup[a(t(b]|x|( sup[a(t(b]|x(t)|+sup[a(t(b]|x’(t)|+ sup[a(t(b]|x’’(t)|=||x||c(2)[a,b]; ||Ax-Axn||C[a,b]=||A(x-xn)||C[a,b]( ||x-xn||C(2)[a,b]; lim[n((]||Ax-Axn||C[a,b]=0, е. ||x-xn||C(2)[a,b]=0, т.е.А-непр.оп. из C(2)[a,b] в С[a,b];

№7 Огранич.оп-ор.Эквив.огр.и непр.лин.опер.Норма,формы…:Th:Лин.опер.А из ЛНП X в ЛНП Y непр.(когда он огранич; Д-во:Пусть лин.оп. A-огр; ||Ax-Axn||Y=||A(x-xn)||Y(||x-xn||X ; Е. lim[n((]||x-xn||X=0, то lim[n((]||Ax-Axn||Y  ,т.е А -непр. в обр. ст.; Пусть А -непр.; Для лин. оп. А имеем А0=0, т.к. А0=А(2(0)=2А0; (А0=0; Допус.противное и непр.оп.А не явл.огранич; ((n(N; ( xn(X ||Axn||Y>N||xn||X ; Введем  xn’=1/n||xn||x; Очев, что ||xn’||x=||(1/n||xn||x)(xn||X=1/n||xn||x(||xn||X=1/n; lim[n((]||xn’-0||X=lim[n((]||xn’||X=lim[n((]1/n=0; ||Axn’-A0||Y= ||Axn’-0||Y=||Axn’||=||A(1/n||xn||x)(n||xn||X=1; Т.О. lim[n((]||xn’-0||X=0, но ||Аxn’-А0||Y>1, т.е.не (0 и А не явл.непр; (пол-ли противор.; (А-огр. ###; def: Точн нижн грань значений М в нер-ве ||Ax||y (M(||x||X наз нормой оп-ра А и обозн ||A||, т.е. inf{M}<=>1)(x(X  выполн нер-во ||Ax||y (||A||(||x||X ; 2)((>0 (x((X: ||Ax(||Y>(||A||-()(||x||X ; ||A||= supx(0(||Ax||Y)/||x||X=sup||x||(1||Ax||=sup||x||=1||Ax||; Ax=x(t0), x=x(t)(C[a,b]t0([a,b]||A||= sup||x||C[ab]|x(t0)|(supa(t(b|x(t)|= ||x||C[a,b] ; (||A||(1; x0=x0(t)(1; ||x0||C[a,b]=1; Ax0(t)=1=x0(t0); ||A||=sup||x||C[a,b]=1|x(t0)|(|x0(t0)=1; ( ||A||(1(||A||=1; def: Лин мног-зие М в лнп X наз плотным, е (x(X ((>0 (x((M: ||x-x(||X<(;

№8 Th.о продолж л.ог.оп. : Пусть М -плотное много-е в лнп Х и (x'(M определен оператор A': A'x'(У где У -плотное лнп и A'(x'+y')=A'x'+A'y'; A'((x')=(A'x'; причем supx'(M(||A'x'||У)/||x'||X=||A'||<(; тогда ( лин оп-ор A из Х в У т.ч. 1)Ax'=A'x' (x'(M; 2)||A||=supx'(0;x'(X(||A'x'||У)/||x'||X=||A'||; def: Оп-ор А наз продолжением оп-ра А' с многообразия М в пр-ве Х; Док-во: Пусть x(X\M, т.к. М-плотное (( {x'n}(M: ||x-x'n||X<1/n ; ||x'm-x'n||X<2/n при m>n; По усл ||A'x'm-A'x'n||У=||A'(x'm-x'n)||y(||A'||(||x'm-x'n||<2||A'||/n ; {A'x'n}-фунд. в пр-ве У –полное; ( ( y(У:limn((||y-A'x'n||У=0; Если {x''n} т.ч. lim||x''n-x||X=0 и {x''n}(M, то lim||yn-A'x''||y=lim||y-A'x'n +A'x'n-Ax''n||y(lim(||y-A'x'n||y+||A'x'n-A'x''n||y)(lim(||y-A'x'n||+||A'||(||x'n-x''n||x(lim(||y-A'x'n||y+||A'||(lim||x'n-x||x+||A'||(lim||x''n-x||x=0; ( lim||y-A'x"n||y=0; y=limA'x'n  (в У) y=Ax;  Если x'(M, то x'n=x' (n(N  Ax'=A'x'; Покажем, что А-лин оп-ор: A(x1+x2)=lim A'(x'n1+x'n2)=lim (A'x'n1+A'x'n2)=Ax1+Ax2; (lim||x'n1-xn||=0); A((x)=lim A'((x'n)= lim((A'x'n)=(Ax ж; Покажем огранич А: ||A'x'n||y(||A'||(||x'n||x ; n((; (||Ax||y(||A'||(||x||x ; (x(X ; ||A||(||A'||; (Ax'=A'x'; x'(M); ||Ax'||=||A'x'||; supx(X||Ax||y(sup||Ax'||y=sup||Ax||y=||A||; ||A||(||A'||; ( ||A||=||A'|| ###;

№9 Пр-во лин.оп-ов из Х в У: Если A1 и A2 -лин опер из лнп Х в лнп У то по опр (А1+А2)х=А1х+А2х и ((А)х=(Ах ; (A2+A1)x=A2x+A1x=A1x+A2x=(A1+A2)x; (A1+ A2)+A3=A1+(A2+A3) ; (A+0)x=Ax+0x=Ax+0=Ax; (-A)x=-Ax ; A+(-A)=0; Мн-во всех оп-ов из Х в У -лин пр-во (Х(У); Введем в пр-ве норму 1)||A||(X->У)=||A||= sup||x||X(1||Ax||y(0; ||A||=0; ( sup||Ax||=0; (||Ax||=0; (A=0; –нульоп-ор; 2)||(A||=sup||((A)x||=|(|sup||Ax||=|(|(||A||; 3)||A1+A2||(x->y)=sup||(A1+A2)x||y =sup||A1x+A2x||( sup||A1x||+sup||A2x||=||A1||(x->y)+||A2||(x->y) ; Th:Если У -полн лнп то пр-во (Х(У) -тоже полн; Док-во: Пусть{An}((Х(У) и ||Am-An||(x(y)<( при m>n>N((); Рассм. посл-ть {Anx} x-фиксир эл-т из пр-ва X; ||Amx-Anx||y=||(Am-An)x||y(||Am-An||(||x||X<((||x||X при m>n>N((); ({Anx} -фунд в полном У; у(У –т.ч. lim ||y-Anx||y=0; y=Ax по опр; Покажем что А- лин опер; A(x1+x2)=lim (An(x1+x2))=Ax1+Ax2 ; A((x)=limAn((x)=lim((Anx)=((Ax); Покажем огранич А: По нер-ву треуг-ов в пр-ве (Х(У) можно записать | ||Am||-||An|| |(||Am-An||<( ; {||An||}-фундам числ послед в R; ||An||(K (n(N; lim||An||=M<+(; ||Ax||y=||lim Anx||y=lim||Anx||y( lim ||An||(||x||X=M(||x||; т.о.А -огранич и А((Х(У); ||Am-An||<( при m>n>N((); ||Amx-Anx||y(((||x||; ||Ax-Anx||y(((||x||; ||(A-An)x||y(((||x||; ||A-An||y((; limAn=A; т.о. А -полное; def:Сх-ть посл-ти оп-ов {An}в лнп (Х(У) наз =м сх-тью; Пусть lim||A-An||=0;( для х т.ч. ||x||x(R : ||Ax-Anx||y=||(A-An)x||(||A-An||(x(y)(||x||x <((R при n>N((); def: Посл-ть лин огр опер {An}((Х(У) наз.сход поточечно в Х к А, е (x(X lim||Ax-Anx||y=0; т.к. ||Ax-Anx||y(||A-An||(x(y)(||x||, то из =мерн сход {An} к А след поточечн;

№10 Кольцо лин.огр.оп-ов: Рассм (Х(Х) –мн-во лин огр опер; В (Х(Х) можно определить операц умнож двух оп-ов A(B; (A(B)x=A((Bx); Утв: Если A,B((X(X); ( A(B((X(X); Док-во:1)(A(B)(x1+x2)=A((B(x1+x2))=A(Bx1)+A(Bx2)=(AB)x1+(AB)x2 ; 2)покажем что АВ-однор: (A(B)((x)={def}=A(B((x))= A(((Bx))=(A(Bx)={def} (((A(B)x); 3)покажем, что AB -огранич: ||(AB)x||X=||A(Bx)||X(||A||(||Bx||(||A||(||B||(||x||)= (||A||(||B||)(||x||; (||AB||(||A||(||B||; AB((X(X); Обратный оператор; Def:Лин.огран оп.из Х в Х наз лев (прав) обратным опер к опер A((X(X) если A-1лев(A=I  (A(A-1пр=I); Утв: Если ( A-1лев и A-1пр ,то они равны А-1; Док-во: A-1л=A-1л(I=A-1л(A(A-1пр)=(A-1л(A)(A-1пр=A-1пр; X=У=C[0,1]; y(t)=Ax(t)=(t0x(()d( ; если y=Ax ; A-1y=A-1Ax=Ix=x -для этого и ( A-1; A-1y=dy(t)/dt=x(t); A-1-определен для ф-ции y(t) имеющ на [0,1] непр производн y'(t) и y(0)=0; {y}=M-лин мног-зие в C[0,1]; y(t)=sin(nt)(M; y'(t)=n(cos(n(t) -непр на [0,1); yn(0)=0; ||A-1yn||C[0,1]=sup0(t(1((|cos t|)=n=n(||yn||C[0,1] ; ||A-1yn||/||yn||=n; supy(0,y(M(||A-1||/||y||)=(; C(1)0[0,1]={y(t):y'(t) непр на [0,1],y(0)=0}; ||y||C(1)0[0,1]=sup0(t(1|y'(t)|; Ax=(10x(()d( -действует из Х=С[0,1] в У=C(1)0[0,1]; def Пусть Х и У –лнп; Оп-ор A-1л (A-1пр) из У в Х наз левым (прав) обр к оп-ру из Х в У если (x(X справедл рав-во A-1л(Ax)=x; ((y(У A(A-1прy)=y); Можно пок-ть, что если ( A-1л и A-1пр  то они равны; Th о лин-ти обр оп-ра: Если A из Х в У -лин и ( A-1 из У в Х то А-1-линейный; Док-во: x=A-1(y1+y2)-A-1y1-A-1y2 (y1y2(У); Ax=A(A-1(y1+y2)-A-1y1-A-1y2)=A(A-1(y1+y2))-A(A-1y1)-A(A-1y2)=y1+y2-y1-y2=0; (в пр-ве У); x=A-1(Ax)=A-1(0)=0; 

10.2 т.о. x=0; ( A-1(y1+y2)=A-1y1+A-1y2 ; x=A-1((y)-((A-1y); Ax=A(A-1((y))-((A(A-1y))=(y-(y=0; x=A-1(0)=0; ( A-1((y)=((A-1y) ; # ; 

№11 Th Банаха о ( огр.обр.оп-ра к огр.снизу: Пусть лин.оп-ор А отображает лнп Х на лнп У и ||Ax||y(M(||x||X (x(X, тогда ( лин.оп-ор A-1 из У в Х и ||A-1||(1/M<+(; Док-во: Если x1(x2, то y1=Ax1(y2=Ax2 ; ||y1-y2||y=||Ax1-Ax2||y=||A(x1-x2)||(m(||x1-x2||x>0; (y1(y2 ; (y(У ( x(X; y=Ax; x=By=A-1y; т.о. док-ли, что ( А-1и что он лин-ый; Оценим его норму: m(||x||Х =m(||A-1y||X(||Ax||=||y||; ||A-1y||X((1/m)(||y||y; (y(У; (||A-1||(У(X)(1/m;

№12.1 Th o (-нии обр оп-ра для близк.к им-му обр-ый: X -полное ЛНП, Y-ЛНП; Пусть А -лин огр оп-р из Х в Y и ( A-1: ||A-1||<+(; Пусть (А-лин огр оп-р из X в Y: ||A-1||(Y(X) ||(A||(X(Y)=q<1, тогда ( (A+(A)-1 и ||(A+(A)-1-A-1||(Y(X)<q||A-1||(Y(X) /(1-q); Док-во: Обозн B=A+(A; Тогда B=A(I+A-1(A)={def}=AC (C -лин оп-р из X в X); Если ( С-1,то ( B-1=C-1A-1; BB-1=(AC)(C-1A-1)=A(CC-1)A-1=(AI)A-1=AA-1=I; B-1B=(C-1A-1)(AC)=C-1(A-1A)C=(C-1I)C=C-1C=I; Осталось док-ть,что ( (I+A-1(A)-1-оп-р; {представим себе (1+q)-1=1/(1+q)=1-q+q2-q3+…, т.е.X=R }; Обозн. A-1(A=(; I=(+(2-(3+…+(-1)n(n=Sn; ||(||(||A-1|| ||(A||; Легко понять,что ( действует из Х в Х; {Sn} -фунд-на в (Х(Х); ||Sm-Sn||(X(X)=||(-1)n+1(n+1+…+(-1)m(m||({Т.к. это ЛНП, тогда применим нер-во (-ка}(||(-1)n+1(n+1||+…+||(-1)m(m||(||(||n+1(X(X)+…+||(||m(X(X)( qn+1+…+qm( qn+1/(1-q) –бол мал пор чем (; Т.е. ||Sm-Sn||<(, когда n>N((); Фунд посл-ть в полном пр-ве озн, что ( S из X в X лин-но огр-ый: lim(n(()||S-

12.2 Sn||(X(X)=0; lim(n(()||(I+()S-(I+()Sn||(X(X)((lim(n(()||S-Sn||(X(X)) ||I+(||(X(X); Имеем lim(n(()||(I+()S-(I+()Sn||(X(X)=0; (I+()Sn= (I+()(I-(+(2-…+(-1)n(n)=I+(-(+(2-(2+…+(-1)n(n+!; ||(I+()Sn-I||(X(X)=||(-1)n(n+1||(||(||n+!(X(X)(qn+1 (q<1); Получим lim(n(()||(I+()Sn- I||(X(X)=0; I-(+(-(2+…+(-1)n(n=Sn ; 0=lim(n(()||(I+()S-I+(I-(I+()Sn||; ((I+()S-I=0; (т.к.(I-(I+()Sn -нуль оп-ор); Имеем (I+()S=I; ( S=(I+()-1; Аналогично док-ся, что S=(I+()-1лев и тогда S=(I+()-1= (I+A-1(A)-1=C-1; ||C-1||=||S||=lim(n(() ||Sn||=lim(n(()||I-(+ (2-…+(-1)n(n||( lim(n(()(1+q+q2+…+qn)(1/(1-q)<+(; ( этот оп-р есть лин огр оп-р: ||B-1-A-1||=||(A+(A)-1-A-1||=||(I+A-1jA)-1||=||((I+()-1-I)A-1||(||(I+()-1-I|| ||A-1||= lim(n(()||I-(+(2-…+(-1)n(n-I|| ||A-1||(||A-1||lim(n(()(||(||+||(||2+…+||(||n)(||A-1||lim(n(() (q+q2+…+qn)=||A-1||q/(1-q); Получим ||B-1-A-1||(Y(X)(||A-1||q/(1-q); ||(A+(A)-1-A-1||(X(Y)(((||A-1|| ||(A||)/(1-||A-1|| ||(A||))||A-1|| ###; ||(I+()-1||(X(X) (1/(1-q), если ||(||(q<1; (=-(I-T) {T=I+(}; Если ||I-T||<q<1, то ||T-1||(1/(1-q); (I-(I-T))-1=lim(n(()(I+(I-T)+ (I-T)2+…+(I-T)n); Пусть (i=((j=1,N) tij(j; T=(tij)i,j=1,N; x=((1,…,(N); {!далее в нижнем индексе RN=RN}; ||(I-T)x||RN= (((i=1,N)|((j=1,N) ((ij-tij)(j|2)1/2(((((i,j=1,N)|tij-(ij|2)1/2=q<1; Введем (ij={1,при i=j, 0 при i(j}; Tx=y; x=T-1y=lim(n(() (I+(I-T)+…+(I-T)n)y; Сист.из 2-х ур-ий: {yn+1=(I-T)yn+y0, y0=y }; ||xn-yn||RN( ||y||RNqn+1/(1-q); Чтобы провести n шагов метода, надо произвести 2nN2 операций; Если n<N/3, то этот метод ок-ся менее трудоёмким, чем метод Гаусса с числом операций (4N3+15N2-N)/6;

№13.1 Оп-ры, завис.от параметра.: Предп A-лин оп-р дейст-ий из ЛНП X в X; Ax-(x=y (((R); Ax-(Ix=y; (1)(A-(I)x=y; Если ( (A-(I)-1= {обозн}=R( (R(- ре-зольвента); x=R(y (2)(A-(I)x=0 –однородное ур-ие, соотв-щее (1); Всегда есть тривиальное решение (2) x=0; def:Если ||R(||<+( (R(-огр оп-р), то ( наз-ют регул-ым знач-ем оп-ра A; def: Если (2) имеет реш e0(0, т.е. (3) Ae0=(e0 , то ( наз. собств знач (числом) A, а e0- собств эл-том, соотв-щим собств знач (; Если ( не явл регулярным, то (( спектру  оп-ра А; Если Ae0=(e0 (e0(0), то не ( -ет R( при опред в X; (A-(I )e0=0; e0=R(0=0; Т.о. заведомо все собств знач ( спектру; If Ae0=(e0 и x0 -решение (A-(I)x=y0; x=x0+(e0 -решение (A-(I)x=y0 при любом ((R (C); (A-(I)(x0+(e0)=(A-(I)x0+((A-(I)e0={по усл}= y0+(0=y0 ; Пр1: X=RN; x=((1,…,(N)T; y=((1,…,(N)T; A=(aij)i,j=1,N; Ax: (i=((j= 1,N)aij; y=Ax; (A-(I)x=0, x(0; {!далее расписан det(A-(I)=0}; Дейст-ых собств значений может не быть; Спектр сост тольк. из собств знач; Пр2: X=C[a;b] A:A(t)-непр на [a;b] ф-ция и притом строго монотонная; Ax=A(t)x(t)=y(t)=y; (A-(I)e=0; (A(t)-()e(t)(0(t)=0; Очев A(t)-((0 всюду кроме, быть может, одной точки (в силу монотонности); У этого оп-ра нет ни одного собств вектора и значения; Если (([m;M]; m=min(a(t(b)A(t)=A(a); M=max (a(t(b)A(t)=A(b), то очев A(t)-((0 (t([a,b] и (A(t)-()x(t)=y(t); Отсюда x(t)=y(t)/(A(t)-(); Получ. R(=1/(A(t)-()- непр на [a,b] ф-ция; Все такие (([m;M] –регул-е значение; If (([m;M], то ур-ние (A(t)-()x(t)=y(t) не имеет непр реш при ( y=y(t) -непр.; Напр (A(t)-()x(t)=1+t2 не имеет непр реш и не ( резольвенты;

№14.1 Как устроен спектр в полном (Банаховом) пр-ве? Th: пусть X-ПЛНП; B-огр лин оп-р из X в X и (1/|(|)||B||(X(X)(q<1; Тогда (-регулярное знач-е и R(=(-1/()lim(n(() ((k=0,n)(1/(k)Bk; Док-во: B-(I=-((I-(1/()B); A=(1/()B; ||A||=(1/|(|)||B||(q<1; A0=I; (I-A)-1=lim(n(() ((k=0,n)Ak(I-A); (I+A+…+An) (I-A)=I+A-A+A2- A2+…-An+1=I-An+1; ||I-(I+A+…+An)(I-A)||=||An+1||(||A||n+1(qn+1; I=(lim(n(()((k=0,n)Ak)(I-A); lim(n(() ((k=0,n)Ak=(I-A)-1; (B-(I)-1=(-1/()(I-A)-1=(-1/()((k=0,()Bk/(k;

Th:Пусть Х- ПЛНП, (-регулярное значение лин непр оп-ра В, дейст-го из Х в Х и |((|<||(B-(I)-1||-1(X(X); Тогда ((+(() также регулярное знач оп-ра В; Док-во: Обозн A=B-(I; (A=(-(()I; (A-1=(B-(I)-1 и ||(A||=|((| ||I||=||((||; ||(A|| ||A-1||=|((| ||(B-(I)-1||=q<1; По Th. о ( обр оп-ра к близкому, имеющему обрат, получ: ||(A+ (A)-1||<+(; A+(A= B-(I+(-(()I=B-((+(()I; ||(B-((+(()I)-1||=||R(+((||<+(; ### Следствие: мн-во регул точек оп-ра В из Х в   явл открытым, если Х-полное; Спектр, как дополнение к мн-ву регул точек, явл замкнутым мн-вом,т.е. если {(n}n(N входят в спектр и (0=lim(n(()(n ,то (0 также точка спектра; Прим эту Th для реш-я (-го уравнения: x(t)=y(t)+( a(bK(t,()x(()d(; x(t),y(t)(C[a;b]; Ядро K(t,()(C; Ax=a(bK(t,()x(()d( -огр из C[a;b] в C[a;b] и ||A||=max(a(t(b) a(b|K(t,()|d(; Ax+(-1/()x=(-1/()y ,обозн 1/(=( ,тогда (A-(I)x=-(y; R(=lim(n(()(-1/()((k=0,n)Ak/(k=-(lim(n(() (I+((k=1,n)(kAk);    |(| ||A||=q<1; x(t)=y(t)+( a(bK(t,()x(()d(; Ay=a(bK(t,()y(()d(; A2y=A(Ay)=a(bK(t,()(a(bK(t,s)y(s)ds)d(=a(b(a(bK(t,()K((,s)d()y(s)ds; K2(t,s)=a(bK(t,()K((,s)d(; A2y(t)=a(bK2(t,s)y(s)ds; A3y(t)=a(bK3(t,s)y(s)ds; K3(t,s)=a(bK(t,()K2((,s)d(; … ; 

14.2 Aky(t)= a(bKk(t,s)y(s)ds; Kk(t,s)= a(bK(t,() Kk-1((,s)d(; K1(t,()=K(t,(); x(t)=y(t)+( a(b (((k=1,() (k-1Kk(t,()y(()d(; |(|(q/max(a(t(b) a(b|K(t,()|d(;

№15.1 Лин-е функц-лы(ЛФ): def:Пусть X-ЛНП, Y=R(или Y=C), тогда A из X в Y наз-ся действительным (или комплексн) функц-лом; Если А-лин оп-р, то и ф-л наз-ся линейным и обозн f(x),x(X; И это явл прямым обобщением лин ф-ции n-переменных; Св-ва: 1)f(x1+x2)=f(x1)+f(x2); 2) f((x)=(f(x); Примеры ЛФ-ов: 1)X=RN; x=((1,…,(N); Взяв f(x)=c1(1+…+cN(N, где c1,…,cN -фиксированы, получаем: 1)y=((1,..,(N); f(x+y)= f((((1+(1),…,((N+(N)))={def}=c1((1+(1)+…+cN((N+(N) =(c1(1+…+cN(N)+(c1(1+…+cN(N)=f(x)+f(y) и аддитивность ЛФ ###; 2) f((x)= f((((1;… ;((N))= {def}= c1(((1)+…+cN(((N)=((c1(1+…+cN(N)={def}=(f(x); def: Нормой ЛФ ||f|| наз-ся конечное число sup(||x||X(1)|f(x)|=||f||<+(; f(x)=c1(1+…+cN(N ; ||f||=sup(||x||X(1) |c1(1+…+cN(N|({!здесь и далее (=((j=1,N)}(sup(||x||X(1) ((|cj|2)1/2 ((|(j|2)1/2= sup(||x||X(1) (((|cj|2)1/2||x||RN)( ((cj|2)1/2; ||f||( ((|cj|2)1/2; x0=(c1,…,cN); f(x0)=(cj2= (|cj|2=((|cj|2)1/2 ((|cj|2)1/2=((|cj|2)1/2 ||x||RN=((|cj|2)1/2; (||f||(((|cj|2)1/2; Т.о.||f||=((|cj|2)1/2; 2)X=lp, 1<p<(; q=p/(p-1); (1/p+1/q=1); Взяли c=(c1,…,cn,…)(lq , т.е. {!здесь и далее (=((j=1,()} (|cj|q<+(; f(x)=(cj(j; x=((1,…,(N,…)(lp; (|cj(j|( {нер-во Гельдера}( ((|(j|p)1/p ((|cj|q)1/q<+( ; (cj(j сход абсолютно и ( f(x)=(cj(j; Если ( f(x) и f(y), то f(x+y)=( cj((j+(j)= (cj(j+(cj(j= f(x)+f(y); f((x)=(cj(((j) =((cj(j=(f(x); |f(x)|=|(cj(j|( (|cj(j|(((|cj|q)1/q ((|(j|p)1/p=((|cj|q)1/q||x||lp; (||f||=sup(x(0) |f(x)|/ ||x||lp(((|cj|q)1/q ; Рассм. x0=(|c1|q-1sgnc1; …;|cn|q-1sgncn;…); Проверим, что 

15.2 x0(lp: (||cj|q-1sgncj|p=(|cj|(q-1)p =(|cj|(p/(p-1)-1)p=(|cj|p/(p-1)=(|cj|q<+(; |f(x0)|= |(cj|cj|q-1sgncj|=|(|cj| |cj|q-1=(|cj|q=((|cj|q)1/q ((|cj|q)1/p=((|cj|q)1/q||x0||lp ; (||f||=sup(x(0)|f(x)|/ ||x||lp( |f(x0)|/ ||x0||lp=((|cj|q)1/q ; Имеем {!система 2-х}: {|||f||=sup(x(0) |f(x)|/ ||x||lp( ((|cj|q)1/q ; ||f||(((|cj|q)1/q };Откуда ||f||=((|cj|q)1/q ; 3)X=C[a;b]; f(x)=a(bx(t)dt ; f(x+y)= a(b(x(t)+y(t))dt= a(bx(t)dt+a(by(t)dt=f(x)+f(y); f((x)= a(b(x(t)dt=(a(bx(t)dt=(f(x); |f(x)|=| a(bx(t)dt|( a(b|x(t)|dt( a(bsup(a(t(b)|x(t)|dt= a(b(||x||C[a;b])dt=(b-a)||x||C[a;b]; (||f||=sup(x(0)|f(x)|/ ||x||C[a;b](b-a; x0=x0(t)(1; ||x0||C[a;b]=1; |f(x0)|=| a(b1dt|= b-a= (b-a)||x0||; ||f||( |f(x0)|/ ||x0||=b-a; Т.о. ||f||=b-a; 4)X=C[a;b]; f(x)=x(t0), t0([a;b]; |f(x)|=|x(t0)|( sup(a(t(b)|x(t)|=||x||C[a;b]; |f(x)|/ ||x||C[a;b](1; (x(0; ||f||(1; x0(t)(1; ||x0||C[a;b]=1; f(x0)=x0(t0)=1; ||f||( |f(x0)|/ ||x0||=1; Т.о. ||f||=1; 5)X=(Lp[a;b], 1<p<( {x=x(t)-непр [a;b]}; ||x||(L[a;b]=(a(b|x(t)|pdt)1/p; f(x)= a(bg(t)x(t)dt; g(t) -непр на [a;b]; f(x+y)= a(b|g(t)(x(t)+y(t))dt= a(bg(t)x(t)dt+ a(bg(t)y(t)dt=f(x)+f(y); f((x)= a(bg(t)((x(t))dt=(a(bg(t)x(t)dt=(f(x); |f(x)|=|a(bg(t)x(t)dt|( a(b|g(t)| |x(t)|dt({Гельдера}( (a(b|g(t)|qdt)1/q(a(b|x(t)|pdt)1/p= (a(b|g(t)|qdt)1/q ||x||(Lp[a;b]; (||f||((a(b|g(t)|qdt)1/q;  x0(t)= |g(t)|q-1sgng(t) –непр.ф-ция; |f(x0)|=|a(bg(t)x0(t)dt|=|a(bg(t)|g(t)|q-1(sgng(t))dt|=|a(b|g(t)|qdt|= a(b|g(t)|qdt= (a(b|g(t)|qdt)1/q (a(b|g(t)|qdt)1/p=(a(b|g(t)|qdt)1/q (a(b|g(t)|pdt)1/p; ||f||=((a(b|g(t)|qdt)1/q ; x0(t)=|g(t)|q-1sgng(t); |x0(t)|p=|g(t)|(q-1)p( |g(t)|(p/(p-1)-1)=|g(t)|p/(p-1); |f(x0)|= (a(b|g(t)|qdt)1/q ||x0||(Lp[a;b] ; ||f||(|f(x0)|/ ||x0||(Lp[a;b]=(a(b|g(t)|qdt)1/q ; Т.о. ||f||=(a(b|g(t)|qdt)1/q ; Если X=Lp[a;b] ,1<p<(; g(t)(Lq[a;b], q=p/(p-1), то ф-л f(x)=a(bg(t)x(t)dt имеет смысл; ||f||=(a(b|g(t)|qdt)1/q= ||g||(Lq[a;b] ; 6)X=l1; x=((1,…){!здесь и далее (=((j=1,(), l1-пр-во эль 1}(|(j|= ||x||l1 ;

15.3 c=(c1,…)(m; sup(j(N) |cj|= ||c||m<+(; f(x)=(cj(j ; (|cj(j|( (||c||m |(j|=||c||m||x||l1<(; Здесь также f(x+y)=f(x)+f(y) и f((x)=(f(x); |f(x)|((|cj||(j|( ||c||m ||x||l1 ; (||f||(||c||m= sup(j(N)|cj| Из (-ния sup имеем: (jv: lim(((()|cj(|=||c||m или (jo: |cjo|=||c||m ; Во втором случае возьмем x0=(0,…,0,1,0,…,0) {1 стоит на jo- месте} ||x0||l1=1; |f(x0)|=|cjo1|=|cjo|=||c||m1=||c||m ||x0||l1; Отсюда ||f||(|f(x0)|/ ||x0||l1=||c||m ; ||f||=||c||m ; В первом случае возьмем xv=(0,…,0,1,0,…,0) где 1 стоит на jv месте; ||xv||l1=1; |f(xv)|=|cjv1|=|cjv| ||xv||; ||f||(|f(x)|/ ||xv||=|cj(| при ( ((N; ||f||( lim(((()|cj(|=||c||m ; Т.о. ||f||=||c||m ;
17.2 x0))=f(x0)+ f(((k=1..n)ckxk-x0); |f(((k=1..n)ckxk-x0)|(||f|| ||((k=1..n)ckxk-x0||X(0; f(x0)=0; (От противного, ((*), тогда infx(M||x0-x||X=d>0; ( f(x): 1) f(x)=0, x(M; 2)f(x0)=1; 3)||f||=1/d; #;

№18:Th Банах–Штейгауз: X –полное ЛНП {fn(x)} фунд-на (в R или C) (x(X заведомо |fn(x)|(Mx<+(  n(N, то ||f||(M<+( при всех n(N;

Th (Банах): Е X –полное ЛНП и ( limn((fn(x)  (x( X, то ( лин огранич ф-л f(x)=limn((fn(x); Док-во: П X –полное ЛНП, тогда для т.ч. (-л конечный limn((f(x) (x(X необходимо и дост, чтобы 1) ||fn||(M<+( при всех n(N; 2)limn((fn(x’) ( и конечен для x’(М –плотному в X лин многообразию; Квадратурные формы: x=x(t)(C[a;b]  f(x)=a(bx(t)dt – огр-ый ЛФ; fn(x)=((k=0..n)Ak(n)x(tk(n)) a(t0(n)< t1(n)<…< tn(n)(b; { tk(n)} k=0…n – узлы квадратур формы; {Ak(n)} k=0…n  -веса квад –форм; f(x)(fn(x); fn(x1+x2)=fn(x1)+fn(x2); fn((x)=(fn(x); fn(x) –ЛФ; |fn(x)|=|((k=0..n)Ak(n)x(tk(n))|( ((k=0..n)|Ak(n)||x(tk(n))|(((k=0..n)|Ak(n)|(supa(t(b|x(t)|)=(((k=0..n)|Ak(n)|) ||x||C[a;b]; ((по опр)||fn(x)||(((k=0..n)|Ak(n)|; x0(n)(t)={0, при t=a, е t0(0)>a; 0, при t=b, е. tn(n)<b; sgn Ak(n) при t=tk(n); линейная в остальн.точках [a;b];  ||x0(n)||C[a;b]=1; |fn(x0(n))|=|((k=0..n)Ak(n)sgnAk(n)|=((k=0..n)|Ak(n)|=(((k=0..n)|Ak(n)|)||x0(n)||C[a;b] ; (||fn||(((k=0..n)|Ak(n)|; ||fn||=((k=0..n)|Ak(n)|; fn(ts)=f(ts); s=1..n;((k=0..n)Ak(n)(tk(n))s= a(btsdt=(bs+1-as+1)/(s+1); Сист лин ур-ий с неизв-ой {Ak(n)}; Опр-ль: | 1-ый столбец 1: t0(n); (t0(n))2;…;(t0(n))n; 2-ой столбец: 1; t1(n); (t1(n))2;…;(t1(n))n;…;n+1 столбец: 1; tn(n); (tn(n))2;…;(tn(n))n;|=(опред-ль Вандермонда)=П0(j<l(n(tl(n)-tj(n))(0; ((k=0..n)|Ak(n)|(M<+(; при всех n(Т; tk(n)=k/n  [0;1]; Ak(n)={1/2n при k=0 и k=n; 1/n при k=0…n-1}; (x(0)+x(1))/2n+1/n((k=1..n-1)x(k/n)=fn(x)   ||fn||=1 т е условия 1)выполнено; |f(x’)-fn(x’)|((1/4n)max0(t(1|dx’/dt|;

№17.1 Th Хан-Банах: П X ЛНП и M –( ЛМн-зие в X; f(x1’+x2’)=f(x1’)+f(x2’) f((x’)=(f(x’) для x1’,x2’,x’(M и ((R; sup0(x’(M|f(x’)|/||x||X=||f||<+(, тогда ( F(x) – ЛФ на всем X; 1)F(x’)=f(x’), x’(M; 2)||F||=sup0(x|F(x)|/||x||X=||f||=sup0(x’|F(x’)|/||x||X; Следствие 1(о (-ии опорной гиперпл-ти): П Х-ЛНП и x0(0 ( ЛФ F(x) на X: 1)||F||=1, 2)F(x0)=||x0||X ; M={tx0}t(R возмем ЛМ(X f(x’)=f(tx0)=t||x0||; x’=tx0 ; f(x0)=f(1x0)=1||x0||=||x0||; |f(x’)|/||x’||=|f(tx0)|/||tx0||=(|t| ||x​0||)/(|t| ||x0||)=1; (||f||=1; Мн-во эл-тов x(X, удовл f(x)=a(R наз-ся гиперпл-тью; ((0;r)={||x||X=r}-{сфера}–нейтр эл-т пр-ва X r>0; s(0;r)={||x||X(r} – {шар}; Возмем x0:||x0||=r по след 1 из Th Хана-Банаха ( f(x) –ЛФ в X:||F(x)||=1 и F(x0)=||x0||X=r; (: F(x)=r –гиперпл-ть; x0((, x0(((0;r); Е ||x||<r, то x(s(0;r), но x((; Допустим x(( и F(x)=r; |F(x)|/||x||=r/||x||>1; (||F||>1 это противоречит с ||F||=1; (x((; След 2 (0 (-нии разделяющего ф-ла): П M -ЛМ в ЛНП X, x0(M и infx(M||x0-x||X=d>0; Тогда ( ЛФ F(x) на X: 1)F(x)=0(x(M; 2)F(x0)=1; 3)||F||=1/d; M1={x+tx0}x(M,t(R  f(y)=t; y=x+tx0 ; x0=0+1x0 ; f(x0)=1; Е y=x(M; (y=x+0x0; f(x)=0; |f(y)|=|t|=(|t| ||y||)/||y||=(|t| ||y||)/||x+tx0||=||y||/||(x/t)+x0||( (1/d)||y|| |f(y)|((1/d)||y||; (||f||M1(1/d; Е по нижн гран то ( {xn}(M: limn((||x0-xn||X=d; 1=|-f(x0)|=|f(xn)-f(x0)|=|f(x0-xn)|(0||f|| ||x0-xn||; Получаем ||f||M1=1/d; По теор Х-Б продолжаем f c M1 на все Х и F(x)=f(x), x(M1, т.о.следствие о разд ф-ле; Cлед 3: П M –ЛМ в X –ЛНП; Для т, чтоб limn((||x0-((k=1..n)ck||X=0; -(*); для {xk}(M необх и дост, чтобы f(x0)=0 ( непр-го ЛФ, для кот f(x)=0 при x(M; П (*)выполнена, тогда имеем 0=f(((k=1 ...n)ckxk)=((k=1..n)ckf(xk)=f(x0+(((k=1..n)ckxk-

№16Общий вид ЛФ в нек пр-вах: 10 X=RN ; e1=(1,0,…,0) …eN=(0,0,…,1); ( x(RN; (x=((1,…,(N)); x=((k=1..N)(kek ; ck=f(ek), k=1,…,N; f(x)= f(((k=1..N)(kek)=((k=1..N)(kf(ek)=((k=1..N)ck(k; ||f||=(((k=1..N)|ck|2)1/2; ( f –лин непр в RN; f(x)=((k=1..N)ck(k ; (c1,…,cN)(f ; 20X=lp ,1<p<+(;  x=((1,…,(k,…); ((k=1..()|(k|p<+(; ||x||(в lp)=(((k=1..()|(k|p)1/p; e1=(1,0,…); e2=(0,1,0,…)…{ek}(lp ; f –лин непр ф-л на lp; Обозн.через ck=f(ek), k(N; xk=((1,…(k,0,…0,…)(lp ; limk((||x-xk||(в lp)=limm(( (((k=m+1..()|(k|p)1/p(0; f(x)=limm((f(xn)=limm((f(((k=1...m) (kek)=limm((((k= 1..m)(kf(ek)= limm((((k=1…m)ck(k= ((k=1…m)ck(k –сх-ся ( x из lp; ym=(|c1|q-1sgnC1,…,|Cm|q-1sgnCm,0,0…) где q=p/(p-1) p/(p-1)-1=1/(p-1); (q-1)p=q; ||ym||(в lp)= (((k=1..m)|сk|(q-1)p)1/p=(((k=1..m)|сk|q)1/p; f(ym)=((k=1..m)ck|ck|q-1sgnck=((k=1..m)|ck|q(||f||; ||ym||(в lp); ((k=1..m)|сk|q(||f||(((k= 1..m)|сk|q)1/p (((k=1..m)|сk|q)1-1/p(||f||; 1-1/p=(p-1)/p=1/q ; Т.е. мы пок-ли, что (((k=1..m)|сk|q)1/q(||f|| (m(N; (((k=1..()|сk|q)1/q( ||f||<+(; c=(c1,…)(lq; Общий вид лин непр ф-ла f(x) в lp, 1<p<(; есть f(x)=((k=1..()сk(k, где c=(c1,…)(lq, q=p/(p-1); ||f||=(((k=1..()|сk|q)1/q=||c||(в lq); Пусть {f} лин-х ф-лов в lp, 1<q<( изоморфно пр-ву lq, где q=p/(p-1); X((f над()R –полное пр-во; Мн-во Огр ЛО из ЛНП Х в ЛНП Y явл-ся само ПЛНП;  f(c(lp(lq –полное; p=q/(q-1); Получаем lp,k<p<( -полное пр-во; 30 X=l1  f(x)=((k=1..()ck(k    x=((1,…)  ((k=1..()|(k|=||x||(в l1)<+(   supk(N|ck|=||c||m<+(; 40 X=Lp[a;b]  1<p<(; f(x)=a(bg(t)x(t)dt, где g(t)(Lq[a;b]; q=p/(p-1);

№19Пр-во со скал произв-ем: П Х –ЛП и для ( двух эл-в из X определено число (x,y), назыв-мое ск пр-нием, удовл след св-вам: 1)(y,x)=(x,y) аксиома симметрии; 2) (x1+x2,y)=(x1,y)+(x2,y) а.аддитивности; 3)((x,y)=((x,y) а.однородности; 4)(x,x)(0, е (x,x)=0, то x=0; -а.неотрицат-сти; Е в ЛП X можно ввести скал пр-ние, удовл св-вам 1-4, то это ЛП наз-ся ЛП со СП; В X можно ввести норму согласованную со СП; ||x||=((x;x) в силу 4) очевидно ||x||>0, причем ||x||=0; ((x,x)=0; (x=0; ||(x||=(((x; (x)=(3св-во)=((((x; (x))=(1)=(((((x;x))=(3)=(((2(x;x))=|(|((x;x)=|(| ||x||; Нер-во Буняк-Коши в пр-ве со СП; |(x,y)|(((x;x)((y;y); 0((4)(((x+y,(x+y)=(2)=((x,(x+y)+(y,(x+y)=(3,1)=((x,(x+y)+((x+y,y) =(((x+y,x)+((x+y,y)= ((((x,x)+(y,x))+((x,y)+(y,y)=((((x,x)+(x,y))+((x,y)+(y,y)= (2(x,x)+2((x,y)+(y,y)(0;( ((R; D/4-(x,y)2-(x,x)(y,y)(0; (x,y)2(((x;x)((y;y); ||x+y||2=(x+y,x+y)=(x,x)+2(x,y)+(y,y)(||x||2+2||x|| ||y||+||y||2=(||x||+||y||)2; ||x+y||(||x||+||y||; ((x;x)=||x||; Опр ЛП со СП полное относ.нормы, соглас-ой с этим СП на гильбертовым пр-ве и обозн H;

20.2 мн-во, т.е.((>0; ( x((A||x-x(||H<(; Е. x(y(y(A, то x=0; Покажем  это: xn(A|| x-xn||H<1/n и  тогда (x,x)=lim[n((](x,xn)=lim[n((]0=0; (x=0;

№20.1 Гильб.пр-во: def:Лин.пр-во со скал.произв, полное, относ.нормы, соглас.с этим скал.произв.наз.гильбертовым пр-вом и обозн.H; Прим 1: RN={x=(1…(N)}; ||x||R[N]=([k=1,n]|(k2|)1/2; (x,y)=def([k=1,N](k(k, где y=((1…(n) (x,x)1/2=(([k=1,N]|(k|2)1/2=||x||R[N]; Значит RN-H ;Пр 2: l2={x=((1…)}; ||x||l[2]=([k=1,(] |(k|2)1/2; (x,y)=def([k=1,(](k(k ; (x,x)1/2=(([k=1,(]|(k|2)1/2=||x||l[2] значит l2-H; Пр 3: L2[a,b] -пополнение L2~[a,b] по норме  (([a,b]|x(t)2dt)1/2=||x||L~[2] (x,y)=def([a,b]x(t)y(t)dt; |(x,y)|(||x||(||y||; (x,x)1/2=( (([a,b]|x(t)2dt)1/2 L2[a,b] –H; Д-м рав-во ||x+y||2H+||x+y||2H=2(||x||2H+||y||2H) (x,y(H; (x+y;x+y)+(x-y;x-y)=(x,x)+ (y,x)+ +(x,y) (y,y)+ (x,x)- (y,x)- (x,y)+(y,y)=2(||x||2H+||y||2H); Лемма о непрер.скал.произв.:Пусть H-гильб. и {lim[n((]||x-xn||H=0; lim[n((]||y-yn||H=0}; Тогда lim[n((](xn,yn)=(x,y); Д-во: |(x,y)-(xn,yn)|=|(x,y)-(x,yn)+(x,yn)-(xn,yn)|=|(x,y-yn)+(x-xn,yn)|(|(x,y-yn)|+|(x-xn,yn)|(||x||H(||y-yn||H+||x-xn||H(||yn||H ; Е. lim[n((]||y-yn||H=0, то . lim[n((]||yn||H=||y||H ; (||yn||(C<+( при  всех n(N; (lim[n((]|(x,y)-(xn,yn)|=0 и  лемма  д-на; def: Эл-ты  х и у  г.п.H наз.ортог., е. (x,y)=0; Очевидно, что 0(x (x(H т.к.(0,x)=(2(0,x)=2(0,x)((0,x)=0; (0(x ;Е. x(x, то x=0, т.к. x(x; ((x,x)=0; (||x||2=0; (x=0; Е. x(yk(k=1…m) ,то x(((1y1+…+(mym)((1..(m т.к. (x,(1y1+…+(mym)=(1(x,y1)+…+(m(x,ym)=(1(0+ …+(m(0=0; ( x(((1y1+…+(mym); Е. x(yk для  беск. мн-ва  и lim[k((]||y-yk||H=0, то x(y т.к. lim[k((](x,yk)=(x,y)=lim[k((]0=0(x(y; Пусть  А –плотное  в  Н 

№21.1 Th Пиф-ра: Пусть lim[n((]||x-([k=1,n] xk||H=0 и xk(xl (k(l; Тогда ||x||2H=([k=1,(] ||x||2H ; Е.(xk,xl)=0, l(k,и l,k(N, ([k=1,(] ||x||2H<+(, то ( x(H: lim[n((]||x-([k=1,n] xk||H=0; Д-во: 1)по  лемме о непрер.скал.произв. ||x||2H=(x,x)=lim[n((](([k=1,n]xk([k=1,l]xl)=lim[n((]([k=1,n]([k= 1,l](xk;xl)=lim[n((] ([k=1,l](xk;xk)=lim[n((]([k=1,(] ||xk||2H ; 2)обозн.yn=([k=1,n]xk; Пусть m>n; ||ym-yn||2H=||(k=n+1,m]xr||2H=(([k=n+1,m]xk; ([l=n+1,m]xl)=([k=n+1,m]||xk||2H<(2 при m>n>N((); ({yn}-фунд. в Н;-полном; (( x(H: lim[n((]||x-yn||H=0; (lim[n((]||x-([k=1,n]xk||H=0; #; Пусть Х -л.н.п.,X’(X наз. подпр-вом пр-ва X, е. 1)X’-лин.многообр. 2)X’ замкнуто по норме пр-ва Х, т.е. xn(X’при n(N, и lim[n((]||x-xn||x=0, то x(X’; Примеры: X=l2 ; X’={(01…0n,(n+1…)}; ([k=1,(]|(k|2<+(; x(X’,то (x=(0…0,((n+1…)(X’; y=(0…0,(n+1…); x+y=(0…0, (n+1+(n+1)(X’ след. это лин. многообр; Покажем, что оно замкнуто: z=((1…(n,(n+1…)(l2 lim[n((]||z-xk||l[2]=0; xk=X’; xk=(0…0,(n+1(k)…); ||z-xk||l[2]=|(1|2+… +|(n|2+ |(n+1-((k)n+1|2+…( |(1|2+…+|(n|2(0; 0=lim[n((](|(1|2+…+|(n|2)=|(1|2+…+|(n|2=0; ((1=…=(n=0; (z=(0…0,(n+1…)(X; Т.о.замкнутость д-на; Возьм все мн-во эл-тов {z}=M( x=y+z; y(M z(M; Д-м что это подпр-во; Очевидно, что это лин.многообр. т.к. (z1+z2;y)=( (z1,y)+(z2;y)=0+0=0; z1+z2(M( и (z(M при Z(M; Пусть zn(M( и lim[n((]||z-zn||=0; lim[n((](zn,y)=0=(z,y); (z(M( ;(M(-подпр-во; Пол-ем что H=M+M( (x(H; y(M z(M(; 

№22 Th об ортогональном  разл: Пусть Н-гильб.пр-во, М-подпр-во,тогда ( x(H вып-но x=y+z, где y(M, z(M,причем  это разл единст; Д-во:1) x(M, тогдa y=x, z=0 2)X не ( M, тогда inf[y(M]||x-y||=d>0; ({yn}: lim[n((]||x-yn||H=d; Возьмем фикс h(0(H и (-число; Тогда ||x-(yn+(h)||2H (d2>0; ((x-yn)-(h; (x-yn)-(h)+(2(h,h)(d2>0; ||x-yn||2-2(((x-yn);h)+(2||h||2(d2>0; Возьм (=((x-yn);h)/ ||h||2; (d2(||x-yn||2-|(x-yn);h|2/ ||h||2 ; Обозн ||x-yn||2=dn2>0; |(x-yn);h|2((dn2-d2)||h||2; Оценим разн |(ym-yn;n)|=|(x-yn;h)-(x-ym;h)|(|(x-yn;h)|+|(x-ym;h)|(||h||((dn2-d2)1/2+(dm2-d2)1/2); Выберем h= ym-yn ; Тогда ||ym-yn||2=||ym-yn|| (( dn2-d2)1/2+(dm2-d2)1/2); Получаем ||ym-yn||(( dn2-d2)1/2+(dm2-d2)1/2 ;((>0 ( N=N((): при m>N>N((); ( dn2-d2)1/2+(dm2-d2)1/2<(; ||ym-yn||<( при m>N>N((), т.е. {yn}-фунд.в H-полном; ( y(H: lim[n((]||yn-y||=0; переходя к lim[n((] в нер-ве |(x-xn,h)|2((dn-d)2||h||2; По т. о непр.скал.произв. |(x-xn,h)|(0; ((x-y;h)(0;( h(M; След.мы получ.что эта  велич равна 0; z=x-y; Тогда z(h=0(h(M; (z(M, a y(M т.к. это замкн.подпр-во, y=lim[n((]||yn-y||=0; yn(M -подпр-во; Получим в итоге x=y+z; Осталось д-ть единств.разлож; Допустим, что y1+z1=y2+z2,y1-y2=z2-z1; Но y1-y2(M z2-z1(M, т.е. (y1-y2)( z2-z1)=0; (т.к.они равны ||y1-y2;y1-y2||=0; ||y1-y2||2=0; y1=y2 ; z1=z2 ;#;
№23 ортонорм.сист.:def:Сист {l1,l2…}гильб.п. H наз.ортонорм.,if (ei,ej)=(ij={1,e.j=i  0 е. j(i); Напр е.рассм. L2[0;2(] то ОНС {1/(2(;(1/(()cos t;(1/(()sin t; (1/(()cos 2t;(1/(()sin 2t}; Th метод ортогонализации Шмидта: Пусть h1,h2…-л.н.сист. в H; Тогда найдутся числа (nk k=1…n:  en=([k=1,n](nkhk,(nn>0; -ОНС; Д-во: Очевидно, что h1(0 иначе {h1,h2…}-л.з; Положим e1=(1/||h1||)(h1; Очевидно, что ||e1||2=(e1,e1)=1; Возьм.сист. h1,h2…-л.н; e2’=h2-(e1,h2)e1; (e2’,e1)=(h2,e1)-(e1,h2)(e1,e1)=(h2,e1)-(e1,h2)=0; Получили e2’(e; Очев-но, e2’(0 значит ||e2’||>0; e2=(1/||e2’||)e2’-((e1,h2)/ ||e2’||(e1)+(1/||e2’||)(h2=-((e1,h2)||e2’||(||h1||)h1+(1/||e2’||)(h2; Очевидно, что (e2,e1)=0; ||e2||=1; th.-д-на для случ n=2; Допустим, она д-на для случ n=(, т.е.([k=1,s](skhk,(ss>0; (es,et)=(st ; Это верно для s=1,2…(; Д-м это для случ (+1; Рассм. h1…h(,h(+1 -она л.н.; e’(+1=h(+1-([k=1,(]; (h(+1,lk)(ek(es)= (h(+1,es)-(h(+1,es); (es,es)=0; Т.о. e’(+1 ортог.(-у es где s меняется от 1 до (; Возьмем e(+1=(1/||e’(+1||)e’(+1; ||e(+1||=1; (e(+1,es)=(1/||e’(+1||)(e(+1,es)=0; e(+1=-([k=1,(](h(+1,ek) (1/||e’(+1||)ek+(1/||e’(+1||)(h(+1=([k=1,(] ((+1,k(hk+(1/||e’(+1||)(h(+1 ;#;

21.2 x=y+z; M(M(={0}; x=y+z y(M; z(M( ; Введем Px=y; Этот оп-ор наз.оп-ом ортогон.проект. на  подпр-во M; Это лин.оп. т.к. P(x1+x2)= Px1+Px2 ; P((x)=(px; Понятно что т.к. ||x||2=(x,x)=(y+z,y+z)=)y,y)+2(y,z)+(z,z)=||y||2+||z||2 ; {||Px||=||y||(||x||; (||P||(1 <<y(M; Py=y; ||p||(1}; (||P||=1;

№24 Th о наилучш.приближении полинома: Пусть {e1,e2…} -OHC в гильбертовом пр-ве Н тогда (x(H inf{(k}x=1,n||x-((k=1,n)(k(n)ek||H=||x-((x,ek)ek||=(||x||2-(|(x,ek)|2)0.5 ; Док-во: ||x-((k=1,n)(k(n)ek||2=(x-((k=1,n)(k(n)ek,x-((t=1,n)(t(n)et)=(x,x)-2(((k=1,n)(k(n)(x,ek)+((k=1,n)((t=1,n)(k(n)(t(n)eket=(x,x)-2(((k=1,n)((k(n))2=(x,x)-((x,ek)2+((((k(n))2-2(k(n)(x,ek)+(x,ek)2)=||x-((x,ek)ek||H=(||x||2-(|(x,ek)|2)0.5=||x||2-(|(x,ek)|2+(((k(n)-(x,ek))2; ||x-((k(n)ek||2(||x||2-(|(x,ek)|2   рав-во достигается при (k(n)=(x,ek) и не зависит от n ###; ||x||2-((k=1,n)|(x,ek)|2(0; ((k=1,n)|(x,ek)|2(||x||2;(n(N; ( ((k=1,()|(x,ek)|2(||x||2( Нер-во БЕССЕЛЯ;

((k=1,()(x,ek)ek( ряд Фурье, эл-ты х по{ek}-OHC; По Th Пифагора: xk=(x,ek)ek ; ||xk||=|(x,ek)| ; ((k=1,()||xk||2(||x||2<(; (xk,xt)=(x,et)-(x,et)-(x,et)(ek,et)=0 при k=t ; (x~(H: ((k=1,()(x,ek)ek=x~ ; ( lim(n(()||x~-((k=1,n)(x,ek)ek||H=0; Th о сх-ти ряда Фурье: Если лин оболочка ОНС {ek}-плотна в Н то( x(H имеет место lim(n(()||x-((k=1,n)(x,ek)ek||H=lim(||x||2-((k=1,n)|(x,ek)|2)1/2=0; x=((k=1,()(x,ek)ek ; ||x||2=((k=1,()|(x,ek)|2 ( рав-во Парсеваля-Стеклова; Док-во ((>0 ( n((),{(k(n)}k=1,n ; ||x-((k=1,n)(k(n)ek||H<(; По Th о наилучш приближ полинома: ||x-((k=1,n)(x,ek)ek||H=(||x||2-(|(x,ek)|2)1/2(||x-((k(n)ek||H<(; ###; def: ОНС {ek} в гильб пр-ве Н наз полной если из (x,ek)=0; k=1,2…; ( x=0; def: ОНС {ek} в гильб пр-ве Н наз замкнутой если линейная оболочка сис-мы {ek} (лин многообразие) явл замкнутой в Н и замыкание совпадает с Н;

№25.1 Th Стеклова:Для того чтоб ОНС {ek} в Н была полной необх и достат чтобы она была замкнутой; Док-во(: Пусть {ek}-полн ОНС и М-замкн лин оболочка {ek}; если M(H, то ( х(0, т.ч. x(H-M по Th об ортогон разлож x=y+z; y(M z(M z(0; Пусть e=1/||z||z ; ||e||H=1 и (e,ek)=(1/||z||)( (z,ek)=0; тк z (M; Это противоречит полноте системы {ek}; т.о. M=H; т.е.{ek}-замкн Док-во(: Пусть M совп с Н (М=Н); Если (x,ek)=0 при ( k=1,…; то x(M=H; В частности x(x или (x,x)=0=||x||2; (x=0 т.е. {ek}-полн; ###;def:Нормированное пр-во Х наз сепарабельным If в Х ( счетное плотное множ-во,т.е ( {xk}k(N:((>0; (x(X; ( K((,x): ||x-xK((,x)||X<(; Th о ( полной ОНС: В сепарабельном гильбертовом пр-ве ( ПОНС {ek}k=1,( ; Док-во Пусть {xk}-полная в Н сис-ма; И пусть все xk(0; обозн e1=(1 /||x1||) x1; M1={(1e1}(1(R ; xk1 -первый из эл-тов x2,x3 и т.д. не ( замык-ю; (M1=M1 ; По Th об ортогон разложении  xk1=yk1+zk1 где yk1(M1; zk1(M1; zk1(0; e2=zk1/||zk1||; ||e2||=1; e2(e1  M2={(1e1+ (2e2}(1,(2(R=(M2 ; M2 совп с замкн лин оболочкой эл-тов {x1…xk1}; Если M2=H то Th док-на; Если M2(H, то ( первый среди эл-тов {xk1+1;xk1+2…}-эл-т xk2(M2, и очев xk2(0; По Th об ортогон разложении xk2=yk2+zk2; yk2(M2, zk2(M2 ; Очев zk2(0; e3=zk2/||zk2||; ||e3||=1; e3({e1,e2}; e3(M; Продолжая этот процесс, либо на как-то шаге получим Ms=H или Ms(H; (s=1,2,…;Во 2-м случ получ OHC {e1…es-1,…}; Замыкание {((k=1,s-1)(kek}s=2,3…;(k(R=замыкание {xk}=H; 

25.2 Т.е. получим, что {e1,e2,…}-замкнута в H; Тогда по Th Стеклова {ek}-полна в Н т.е. {ek}k=1,(=полная ОНС в Н ###; Th (Фишера-Риса): Пр-во L2[a,b] и l2 изоморфны и изометричны; Док-во: док-ем более общий факт: ( сепарабельное Гильб пр-во изоморфно и изометрично пр-ву l2 ; H-сепарабельное гильбертово пр-во; Тогда ({ek}-ПОНС; ( x=((k=1,()(x,ek)ek ; (|(x,ek)|2=||x||H2<+(; Ряд сх-ся, след-но обозначая (k=(x,ek); ( (= ((1,(2…)(l2 ; т.е. кажд эл-ту x(H сопоставили ((l2 ; ||x||H=||(||l2 ; Если x((, y((, то x+y((+(; (x((((; Таким образом H(l2  ||x||H=||(||l2 , т.е. H и l2 изоморфны и изометричны;

№27 Th об общем виде функц-ла в гильб пр-ве Н: Пусть Н-гильб пр-во и f(x) -огранич лин функц-ал в Н; Тогда ( uf(H: f(x)=(x,u); ||f||=||u||H ; Док-во: Рассм мн-во M(H: f(x)=0 (x(M, 0(M; Покажем что М-лин многообразие; Если x1 x2(M, т.е. f(x1)=f(x2)=0, то f(x1+x2)=f(x1)+f(x2)=0; ( x1+x2(M1 ; Если f(x)=0; ((x(M); f((x)=(f(x)=0; ((x(M; Если f(xk)=0; k=1,2… и limk((||x-xk||H=0, то x(M т.е. f(x)=0 (докажем это); f(x)-непр; ( f(x)=limk((f(xk)=lim 0=0; ( M-подпр-во; Если M=H то f=0 ; (x,0)-нулевой функционал; M(H; (x0(0: x0(H-M, f(x0)(0; x0=y0+z0,где y0(M, (т.е. f(y0)=0), z0(M; f(z0)=f(x0)=((0; z1=z0/((0; f(z1)=f(z0)/(=(/(=1; Пусть х-произвольный эл-т Н и f(x)=(; x-((z1=y; f(y)=f(x-((z1)=f(x)-((f(z1)=(-((1=0; ( y(M; (y(z1 ; (x,z1)=(y+((z1,z1)=(y,z1)+(((z1,z1)=0+f(0)(||z1||H2; Отсюда (x,z1/||z1||2)=f(x); Обозн u=z1/||z1||2H=uf ; (f(x)=(x,u); |f(x)|=|(x,u)|(||x||(||u||; sup(x(0)|f(x)|/||x||(||u||; (||f||(||u||; |f(u)|=|(u,u)|=||u||2; (|f(u)|/||u||=||u||; (||f||(||u||; (||f||=||u||; Покажем единст-ть U: (x,u)=(x,v);(x(H; (x,u-v)=0; (x(H; x=u-v; (u-v,u-v)=0; ||u-v||=0; (u=v ###;

№26 Сопряженный оператор: Пусть А -лин огранич оп-ор из H в Н; Рассм (Ax,y); Легко понять (A(x1+x2),y)=(Ax1+Ax2,y)=(Ax1,y)+(Ax2,y); 

(A((x),y)=((Ax,y)=((Ax,y); (Ax,y) -при фиксир у явл лин ф-лом в Н; Очев |(Ax,y)|=||Ax||H(||y||H(||A||(||x||(||y||H ; ( |(Ax,y)|/||x||(||A||(||y||<+(; Это значит ||(Ax,y)||<+(; ((Ax,y) -огранич лин функционал; По теор об общем виде функц-ла в Н: (Ax,y)=(x,uy)=(x,A*y); uy=y*=A*y; Т.о. получем (Ax,y)=(x,A*y); A*-оп-ор в Н; Покажем линейн-ть и огр-ть этого оп-ра; (x,A*(y1+y2))=(Ax,y1+y2)=(Ax,y1)+(Ax,y2)=(x,A*y)+(x,A*y2)=(x,A*y1+A*y2); Вычтем (x,A*(y1+y2)-A*y1-A*y2)=0; (x(H; ( A*(y1+y2)-(A*y1+A*y2)=0; ( A*(y1+y2)=A*y1+A*y2 ; A*((y)=(A*y; -аналогично; ( A*-лин оператор; Покажем огранич А*: |(x,A*y)|=|(Ax,y)|(||A||(||x||(||y||; sup(x(0)|(x,A*y)|/||x||H=||A*y||H(||A||(||y||; (||A*||(||A||; Докажем что ||A||=||A*||; (Ax,y)=(x,A*y)= (A*y,x)={def}=(y,(A*)*x) =((A*)*x,y); Отсюда (Ax,y)=((A*)*x,y); (((A-(A*)*x,y)=0; (y(H; ( A=(A*)*=A* * ; ||A||=||(A*)*||(||A*||; ||A||(||A*|| и ||A*||(||A||; ( ||A||=||A*||; Сопр лин огр оп-ру явл также лин огр оп-ром и его норма равна норме исх оп-ра;

