1.1. Основные понятия

Обыкновенными   дифференциальными   уравнениями   называются   уравнения, содержащие одну независимую переменную и одну или несколько производных от искомой функции и = и(х) . Например,
                                                           F(x,u,u',...u(n))=0.                                                        (1)
Здесь х - независимая переменная, и(i) - i -тая производная функции и diu/dxi . Порядок дифференциального уравнения определяется наивысшим порядком "п", входящей в уравнение производной. Например, уравнения первого и второго порядка можно представить как

                                                         F(x,u,u')=0, F(x,u',u")=0.                                         (2)
Если в уравнениях (1), (2) старшую производную явно выразить через  производные более низкого порядка и независимую переменную, то получаем уравнения, разрешенные относительно старшей производной. Например,

                                                               u'=f(x,u),                                                            (3)
u(3)=f(x,u,u',u").

Решением  дифференциального уравнения    называется    произвольная    функция 
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, которая удовлетворяет этому уравнению, т.е. после подстановки в уравнение превращает его в тождество.

Общее решение обыкновенного дифференциального уравнения п-го порядка, как известно, содержит п произвольных постоянных с1,с2,...сn  и имеет вид
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Частное решение получается из общего (4) путем задания определенных значений произвольным постоянным. Например, для уравнения первого порядка и' = f(x,u) из общего решения 
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 частное получается в результате задания произвольной константе "с" некоторого значения  с =c0:
                                                                     и=
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(х,c0).                                              (5)
Для выделения частного решения из общего для уравнений высшего порядка нужно задавать столько дополнительных условий, сколько произвольных постоянных в общем решении, т.е. каков порядок уравнения. В качестве дополнительных условий задаются значения искомой функции и ее производных при некоторых х .
В зависимости от способа задания дополнительных условий для получения частного решения дифференциального уравнения различают два типа задач: задачи Коши и краевые задачи.

Если эти условия задаются в одной точке х, то задача называется задачей Коши, а дополнительные условия называются начальными условиями. Точка х= x0,  в которой они задаются - начальной точкой.

Если дополнительные условия задаются в нескольких точках (т.е. при разных х), то такая задача называется краевой, а дополнительные условия - краевыми или граничными условиями. Обычно граничные условия задаются в точках х = а  и х = b, являющихся границами области решения дифференциального уравнения.

Постановка задач

Задачи Коши в общем случае формулируются следующим образом. 
Найти решения уравнения



  для х>x0
при начальном условии  u(x0)=u0 ;

 или уравнения  
                                                        и" = и' + bх для  х  >1,                                                     (7)
при начальных условиях u(1) = 1, u'(1) = 0,5.
Краевая задача ставится так: найти решения уравнения, например,

                     и" + аи' + bи = сх2 на отрезке 

,                                      
  (8)

при краевых условиях u(0)=1, u(1)=0 

или уравнения

и''' = х + ии'  на отрезке 

 ,                                                                     (9)

 при краевых условиях u(1) = 0, u'(1) = 1, u'(3) = 2 .
1.2. О методах решения дифференциальных уравнений

Для   решения   обыкновенных  дифференциальных   уравнений   применяются аналитические, приближенные и численные методы.

Аналитические методы, позволяющие получать решения дифференциальных уравнений через элементарные или специальные функции в конечном виде, являются эффективным средством исследования уравнений, однако применимы лишь для ограниченного класса дифференциальных уравнений.  Часто  в  практических задачах они  оказываются неприменимыми.

Приближенные методы используют различные упрощения исходных уравнений, линеаризацию, разложения в ряд по некоторому малому параметру, асимптотические методы. Однако они также имеют ограниченную область применения, хотя и являются эффективным средством исследования решения.

Наиболее мощными  и универсальными  методами  решения  обыкновенных дифференциальных уравнений являются численные методы, позволяющие получать решения тогда, когда традиционные, классические методы не помогают. Среди численных методов решения обыкновенных дифференциальных уравнений одним из важнейших является метод конечных разностей.

Метод конечных разностей основывается:

1) на замене непрерывной области определения дискретным множеством точек, называемых сеткой (h;
2) на замене непрерывных функций дискретными (сеточными), определенными на введенной сетке изменения аргумента;

3) на замене производных, входящих в уравнение, конечными разностями. В результате вместо дифференциального уравнения получается конечно-разностное уравнение, определенное в узлах разностной сетки. Решение его сводится к отысканию значений сеточной функции в узлах сетки.
2. Численное решение задачи Коши

Методы численного решения задачи Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений 



EMBED Equation.2
 разделяются на два класса:

1. Одноступенчатые методы, использующие данные о решении только в одной точке. Эти методы не требуют проведения итераций. Однако приходится вычислять функцию f{x,u)
в нескольких точках. К этим методам относятся методы Рунге-Кутта и метод решения с помощью рядов Тейлора.

2. Многоступенчатые (или многошаговые) методы, не требующие много повторных вычислений функции f(x,u) и позволяющие просто оценить погрешность вычислений, однако требуют итераций. Это методы прогноза - коррекции, Адамса и другие.

2.1. Постановка задачи Коши

Требуется найти решение системы обыкновенных дифференциальных уравнений                                                                                             
                                            

       при 

>0, u(0)=u(0)                                       (10)                                         
или, в развернутом виде

 

 ,х>0, иi(0)=иi(0),  i=1,2,3,...т.
Будем предполагать, что решение системы (10) существует и единственно. Для этого, как известно из теории (теорема Коши), необходимо, чтобы функции /,(х,м;), были непрерывны по всем аргументам в замкнутой области



,                                       (11) а также непрерывны частные производные 

 в этой области. Из этих требований следует, что функции fi, ограничены в области D, т.е. удовлетворяют условию  

( M = const), и, кроме того, удовлетворяют условию Липшица по аргументам ui


                 (12)
 для любых точек  

 и 

области D.
2.2. Простейшие методы типа Рунге-Кутта

2.2.1. Метод Эйлера
Метод Эйлера является самым простым методом решения задачи Коши типа Рунге-Кутта. Для простоты будем рассматривать сейчас одно уравнени
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, x>0, u(0)=u0                                                         (13) 
Требуется найти решение и(х) при х > 0 до х = хл.
Решение задачи строим следующим образом. Покрываем область определения D функции и (ось аргумента х) сеткой  (h  равноотстоящих точек начиная от начальной точки  x=0: x0,x1,x2,...,xN. Расстояния между точками считаем равными  h=xn-xn-1. Вводим сеточные функции ui =u(xi), yi=y(xi), fi=f(xi,yi) , определенные в узлах сетки (h, т.е. в точках x0,x1,x2,..,xN. Функции уi, f(xi,yi) соответствуют численному решению разностной задачи, а u(x) - решению дифференциальной (13).
Предположим, что нам известно значение уn в точке xn, тогда заменяя производную u'(xn)в уравнении и' = f(x,u) выражением u'(xn) = (уn+1-yn)/h, а значение u(xn) в f(x,u) через уn, получим разностное уравнение
    

                         
             (14) 

  Решение этого уравнения находится явным образом по рекуррентной формуле
                                                     yn+1=yn+hf(xn,yn)                                                                     (15)     

Геометрическая интерпретация метода
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Пусть в точке xn нам известны значения  уn  и                         f(xn,yn) Строим в точке xn касательную к кривой у(х) с углом наклона равным  f(xn,yn).

Точка  
пересечения  этой  касательной  с ординатой точки хn+1 дает приближенное значение функции уn+1 в точке хn+1. Следовательно, метод Эйлера есть линейная экстраполяция функции в точку хn+1 по значениям ее и ее производной точке хn



Этот метод является методом Рунге-Кутта первого порядка O(h), как будет показано далее. Он обладает большой погрешностью и часто оказывается неустойчивым, так как малая ошибка в начальных данных или из-за округлений при вычислениях увеличивается с ростом х . Поэтому этот метод редко применяется на практике. Чаще в расчетах применяются методы Рунге-Кутта более высокого порядка точности, например, второго или четвертого.

2.2.2. Исправленный метод Эйлера

Этот метод основывается на вычислении функции у(хn+1) в последующей точке хn+1 по значению среднеарифметической величины тангенсов углов наклона касательной к интегральной кривой  у(х) в двух точках хn и xn+1.
Метод состоит из двух шагов:

1) первый шаг: по методу Эйлера находим предварительно приближенную точку



 по формуле 

n+1=yn+hf (xn,yn) и в ней вычисляем функцию f(xn+1, 

n+1)

2)  второй шаг: тангенсы углов наклона касательных в точках (xn,yn) и  (xn+1, 

n+1) складываются и берется их среднеарифметическое значение ((xn,yn,h) .

((xn,yn,h)=


где  


        

 

.

После чего находится окончательное (уточненное) значение функции  yn+1 в точке хn+1 по формуле

yn+1=yn+h((xn,yn,h)

 или в развернутом виде



.                                  (16)

Таким образом при вычислении уn+1 функцию f(x,y) приходится вычислять дважды в точках (xn,yn) и (xn+h, yn+h

).

Геометрическая интерпретация метода. 



Как и в методе Эйлера в точке (xn,yn) строим касательную   L1   к   кривой   у   и   находим предварительное значение 

, в точке пересечения этой касательной с ординатой точки xn+1. Далее, в точке (xn+h, yn+h

) строим касательную L2 к кривой у. Затем находим среднеарифметическое этих тангенсов углов наклона касательных (кривая L3) и проводим через точку (xn,yn) линию L,параллельную линии L3. Точка пересечения этой линии с ординатой, проходящей через точку xn+1, дает уточненное значение функции уn+1, в точке xn+1.
Как показывает анализ используемой формулы (16) на основе разложения функций уn+1
и   f(xn+h, yn+h

) в ряд Тейлора данный метод имеет второй порядок точности 0(h2).
2.2.3. Модифицированный метод Эйлера

В этом методе вместо усредненного значения угла наклона касательных в точках  (xn,yn)  и 

 используется значение угла касательной в точке 

 расположенной посредине между хn и хn+1.
Метод состоит из двух шагов:

1) первый шаг - расчет значения функции  yn+1/2 в точке хn + h/2 по методу Эйлера:

yn+1/2=yn+

f(xn,yn);
2)  второй шаг - расчет функции  у в точке с ординатой хn+1  с использованием значения функции  f

 в точке 

:






Расчетные формулы имеют вид:                                                 

                                                             yn+1/2=yn+

f(xn,yn);                                                   (17)
                                                   



 EMBED Equation.2  
                                           (18)  
Этот метод также является методом Рунге-Кутта второго порядка. Здесь тоже приходится вычислять дважды функцию f(x,y) для получения решения в следующей точке по х .
Геометрическая интерпретация метода.
 В точке (хn,yn) строим касательную L1 к кривой у(х). Точка пересечения ее с ординатой

хn + h/2 дает значение функции уn+1/2. В этой точке снова проводим касательную L2 к кривой у(х). Для получения решения уn+1 , проводим через точку (хn,уn) линию L0 параллельно




   xn               xn+1/2           xn+1


касательной L2. Точка пересечения L0 с ординатой  xn+1, дает искомое решение уn+1 .
2.3. Аппроксимация и сходимость разностных методов

Главным вопросом при численном решении является вопрос сходимости. Считается, что численный метод сходится, если численное решение задачи уn для выбранной точки х сходится к решению дифференциального уравнения  u(xn) в этой точке с уменьшением шага сетки h. Это означает, что для выбранной точки х последовательность решений разностного уравнения (14) на различных сетках (h, при h

0 и х=nh сходится к решению дифференциального уравнения (13) в этой точке.



 при h

 0, хn = х
Метод сходится на отрезке (0,X], если он сходится в каждой точке 

. 

Метод имеет р-ый порядок точности, если существует число  р > 0 такое, что 

 при h

0. Здесь уn, - решение разностного уравнения, u(xn) -решение дифференциального. Определяя погрешность метода в виде zn=yn-u(xn) и подставляя y=u(xn)+zn  в уравнение (14), получим

                                  

                                      (19) 

Представим правую часть (19) в виде  

, где
                                              (n=

                                          (20)
                                                       (n=f(xn,u(xn)+zn)-f(xn,u(xn)).                                                     (21)
Функция  (n  называется невязкой или погрешностью аппроксимации разностного уравнения (14) на решении исходного уравнения (13). Невязка - это остаточный член в результате подстановки в разностное уравнение (14) точного решения дифференциального уравнения (13). Если бы приближенное решение совпадало с точным и(хn), то невязка равнялась бы нулю. Разностный метод аппроксимирует исходное дифференциальное уравнение, если (n 

0 при     h

0. Разностный метод имеет р-ый порядок аппроксимации, если (n=O(hp).
Порядок точности разностного метода, как будет показано далее, совпадает с порядком аппроксимации.

Функция   (n=f(xn,u(xn)+zn)-f(xn,u(xn))  обращается в нуль, если  f  не зависит от решения  и.
В общем случае (n пропорциональна погрешности zn, так как по формуле конечных  приращений имеем




Порядок аппроксимации метода Эйлера (14), как и других методов, определяется с помощью разложения по формуле Тейлора функций, входящих в выражение невязки  (n в окрестности точки (xn,yn).
                                                             u(xn+1)=u(xn)+u’(xn)h+O(h2).                                           (22) 

Подставляя (22) в выражение для  (n  (20) и используя (13), получаем  

(n=-u’(xn)+f(xn,u(xn))+O(h)=O(h)
т.е. метод Эйлера имеет первый порядок аппроксимации. При этом предполагалась

ограниченность и"(х).
Рассмотрим аппроксимацию других разностных методов второго порядка.

2.3.1. Симметричная схема

В этом случае дифференциальное уравнение (13) заменяется (аппроксимируется) следующим разностным уравнением

                                          

                                 (23)

Этот метод сложнее метода Эйлера, поскольку новое значение уn+1 определяется неявно по найденному ранее значению из уравнения

                                          

                                     (24)
Эта схема обладает более высоким порядком точности, чем схема Эйлера. Невязка ее имеет вид



                          (25)
Используя формулу Тейлора, ее можно представить следующим образом

      

                  (26)

Следовательно схема (23) имеет второй порядок аппроксимации и второй порядок точности.

2.3.2. Модифицированный метод Эйлера

Методы Рунге-Кутта отличаются от других разностных методов тем, что в них допускается вычисление правых частей f(x, у) как в точках сетки, так и в некоторых промежуточных. Например, в модифицированном методе Эйлера сначала вычисляется значение уn+1/2 в промежуточной точке x=хn+1/2 по формуле (17)

                                                      

,                                                        (27)

 а потом используя разностное уравнение (18)

                                   

                                                    (28)

находим искомое значение уn+1.

 Для определения невязки схемы подставим уn+1/2 в уравнение (28), в результате получаем

yn+1/2=yn+0.5hfn,

                   

                                               (29)
Невязка этого уравнения равна



                                           (30)
Разлагая функции f и и в ряд Тейлора, имеем

f(xn+0.5h,u(xn)+0.5hf(xn,u(xn)))=f(xn,u(xn))+

               

                  (31)         Последнее выражение следует из исходного уравнения (13), так как
                                                         

                                                               (32)

Подставляя разложение (31) в выражение невязки (30), получаем, что рассматриваемый метод имеет второй порядок погрешности аппроксимации (n=O(h2)и в отличии от предыдущего с симметричной схемой является явным.

Реализация метода (29) в виде двух этапов (27) и (28) может быть названа методом предиктор - корректор (предсказывающе-исправляющим).

Если при реализации этого метода вначале вычислить промежуточные функции

  k1=f(xn,yn), k2=f(xn+0.5h, yn+0.5hk1),                                          (33)         а затем вычислить уn+1, из уравнения



,                                                         (34) 
то такая форма представления этого метода называется методом Рунге-Кутта. Это двухэтапный метод - на первом этапе вычисляется k1, k2, а затем  yn+1.
2.3.3. Ряд Тейлора
Поскольку при определении порядка невязки (аппроксимации) разностных методов приходится использовать разложение функций в ряд Тейлора, приведем в качестве справки формулы ряда Тейлора для непрерывных функций от одной, двух и от "m" переменных, имеющих все необходимые производные в точке разложения.

Для функции одной переменной


                      (35)
Остаточный член:



h), 0<(<1.   



Для функции двух переменных


                     (36)
в символической форме



           (37)
где остаточный член




Для функции т переменных ряд Тейлора в символической форме имеет вид


           (38)




3. Методы Рунге-Кутта

Общая формулировка методов
Рассмотрим задачу Коши для уравнения
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  для х>x0, u(x0)=u0                                                                                  (39)
Явный т - этапный метод Рунге-Кутта заключается в следующем. Пусть решение уn = у(xn) известно. Задаем некоторые числовые коэффициенты  аi, bij ,  i = 2,3, ...,т, j = 1,2,...,m-1, (i ,      i = 1,2,..., т и последовательно вычисляем функции

k1 = f(xn,yn),  k2 = f(xn+a2h, yn+b21hk1),
 k3 = f{xn + а3h, уn + b31 h k1 + b32hk2),
                                         .      .     .      .     .     .       .     .     .       .                                                 (40)

    km = f(xn+amh, yn+bm1hk1+...+bmm-1hkm-1);
затем из формулы
                               

                                                             (41)

находим новое значение уn+1 = y(xn+1).  Коэффициенты аi , bij,(i  выбираются из соображений точности. Чтобы уравнение (41) аппроксимировало (39) необходимо потребовать, чтобы 

. Методы Рунге-Кутта при т>5 не используются. Наиболее широкое применение находят методы Рунге-Кутта при m=4.

3.1. Семейство методов второго порядка

При т = 1 получаем схему Эйлера. При т = 2 - семейство методов

 k1 = f(xn,yn),  k2 = f(xn+a2h, yn+b21hk1);                                                 (42)
yn+1=yn+h((1k1+(2k2).
Рассмотрим погрешность аппроксимации методов в зависимости от выбора параметров. Исключая из последнего k1 и k2 получаем

 

                    (43)
Невязка этого уравнения имеет вид


                                    (44)
Предполагая достаточную гладкость решения и(х) и функции f(x,u), определим порядок погрешности аппроксимации. Разложим все величины, входящие в (44) по формуле Тейлора в точке xn.






,                        (45)

где                      


А из уравнения(39) имеем




В результате получаем

    

                (46)
Из (46) видно, что методы (42) имеют первый порядок аппроксимации, если выполнено условие (1+(2 = 1. Если дополнительно потребовать (2a2=(2b21 = 0.5 , то получим методы второго порядка аппроксимации. Следовательно имеется однопараметрическое семейство двухэтапных методов Рунге-Кутта второго порядка аппроксимации. Это семейство можно записать 



,   где  (a=0,5                          (47)
При ( = 1, а = 0,5 получаем модифицированный метод Эйлера.

При ( = 0.5, а = 1 получаем другой метод второго порядка, который называют исправленным методом Эйлера.

k1=f(xn,yn),  k2=f(xn+h, yn+hk1)

                                                              yn+1=yn+0,5h(k1+k2)                                                         (48)
Этот метод также двухэтапный.

Двухэтапных методов третьего порядка аппроксимации не существует. Для примера рассмотрим уравнение и' = и . Для него метод Рунге-Кутта принимает вид




а погрешность аппроксимации равна




Разлагая (n в ряд Тейлора, и учитывая, что и'" = и" = и' = и получим



          


Откуда видно, что наивысший порядок аппроксимации равен двум  -(n=O(h2) при  а( = 0.5 .

3.2. Методы Рунге-Кутта более высокого порядка

Для трехэтапных методов Рунге-Кутта в общем случае существует двухпараметрическое семейство методов третьего порядка аппроксимации. Например:

Метод третьего порядка:

k1=f(xn,yn),  k2=f(xn+h/2, yn+k1h/2)



  

                                           (49)


 Второй метод третьего порядка:
k1=f(xn,yn),  k2=f(xn+h/3, yn+k1h/3)



  

                                             (50)
В случае четырехэтапных методов также получаем многопараметрическое семейство, исследовать которое значительно сложнее.

Метод четвертого порядка:
k1=f(xn,yn),    k2=f(xn+h/4, yn+k1h/4)

             

  

                    (51)
 


Широкое распространение получил следующий метод четвертого порядка, обычно называемый методом Рунге-Кутта
k1=f(xn,yn),    k2=f(xn+h/2, yn+k1h/2)

             

  

                      (52)
 


3.3. Способы оценки погрешности приближенного решения

Предположим,  что для  погрешности  приближенного  решения  справедливо асимптотическое разложение.

                                            Rn=z(xn)hs+O(hs+1)

z(xn)hs                                                      (53)
Рассмотрим способ Рунге оценки погрешности.

В этом случае решение задачи в некоторой точке хn вычисляется дважды одним методом, но с разными шагами h и полученные решения используются для оценки погрешности. Обычно выбирают h и h/2.
Пусть вычислено в точке хn решение 

. Тогда погрешность этого решения на основании (53) равна:

                                               

                                                                 (54) 

где u(xn) -точное решение.
 Для решения с шагом h/2 получаем аналогичную оценку:

                                   

                                                                 (55)
Исключая  и(хn) из (54) и (55), получаем

                        

                                       (56) Отсюда следует
              


         

                                        (57)
Окончательно получаем оценки погрешности

(58)
(59)



 Полученное приближенное решение можно уточнить по формуле

 

                                                   
(60)








 (61)
При этом и(хn)-yn=O(hs+1) т.е. погрешность уменьшается на порядок.

При решении задачи основными остаются вопросы о получении решения с заданной допустимой погрешностью ( и об экономичности вычислительной работы, то есть Rn

( и время решения задачи должно быть минимально и шаг h должен быть максимально возможным.

Величину h(  можно получить из условия
                                            

                                                                  (62)
Используя (57)  получаем

                                             

                                              (63)

При s

 4 пренебрегая 1 по сравнению с 2s имеем 
                                          




                    

(64)
Отсюда следует, что если

, то h уменьшается и наоборот.

3.3.1. Оценка локальной погрешности

Для оценки локальной погрешности используем способ Рунге. В этом случае по одной и той же формуле вычисляются два приближения к решению в одной точке, но с разными шагами, которые используются для получения оценки.

Для локальной (в соседней точке) ошибки справедлива оценка

                     u(xn+1)-yn+1=((xn,yn)hs+1+O(hs+2), (65)

где  ((xn,yn)=



При этом считаем R0 = 0 (начальная погрешность). 
Для шага h/2 это выражение имеет вид
                      

                                                                       (66)
Для второго шага h/2 из точки x0+h/2 получаем приближение 

 в точке х1 = x0 + h


                                      (67)
 где y - точное решение в точке х +h/2 

Так как используется малая величина h, то в силу предположения линейности приращения функции для погрешности в точке х = x0 + h (для второго полушага) приближенно имеем выражение

        

                                  (68)
На основании(65) и (68)получаем

        

                                            (69)
и

                   


                                               (70)
Если в качестве приближения к решению в точке х1 принять 

, то погрешность метода равна

            

  

                                                       (71)
 Если же приближением считать 

, полученное с шагом h/2, , то погрешность метода равна

                         

  

                                            (72)

3.3.2. Интегрирование с переменным шагом

Применение переменного шага интегрирования позволяет учитывать характер поведения решения и уменьшить общее число шагов, сохранив при этом требуемую точность приближенного решения. Таким способом могут быть снижены объем работы и машинное время и замедлен рост вычислительной погрешности.

Для этих целей чаще всего применяется алгоритм выбора шага с помощью удвоения и деления шага пополам.

Пусть (n+1 - оценка локальной погрешности метода на шаге h в точке хn + h. Если 

- наперед заданной погрешности, то считается, что 

 не удовлетворяет заданной точности и нужно выбрать h(1)=h/2. Вновь просчитывается значение 

 в новой точке  хn +h(1)/2 . Если новое значение погрешности 

, то точка х+h(1)   и значение 

 опять исключается из рассмотрения, шаг снова делится пополам  h(2)=h(1)/2 вычислении повторяются. Так продолжается до тех пор, пока при какой-то величине шага 
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 оценка локальной погрешности (n+1  не станет меньше (.
После этого считается, что решение дифференциального уравнения продолжено до точки xn+1=xn+
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. Дальнейшее интегрирование уравнения производится из точки  xn+1 с шагом  hn+1=h(k) , который выбирается описанным ниже способом.

Если оценка локальной погрешности на шаге hn=xn+1-xn удовлетворяет неравенству 
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,  где K- некоторая константа, то считается, что достигнута точность, превышающая заданную, и шаг интегрирования удваивается: hn+1=2hn.

 Если выполняется неравенство
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                (73)
то считается, что полученное в точке xn+1, решение удовлетворяет заданной точности и шаг интегрирования остается без изменения hn+1 =hn .
Таким образом, обеспечивается выбор величины шага в зависимости от характера поведения решения дифференциального уравнения. Обычно полагается K=2v, где v - порядок аппроксимации  метода.

3.3.3. Выбор максимальной для данной точки длины шага

Локальная погрешность метода равна  
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Если 
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 , то метод не достигает требуемой точности при данном h и вычисленное значение уn+1 вместе с точкой xn+h исключается из рассмотрения. В этом случае выбирается новый размер шага из соотношения  

h( = (h, где ( находится из условия выполнения равенства
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3.4. Доказательство сходимости методов Рунге-Кутта

Пусть zn=yn-u(xn) погрешность решения задачи. Основное уравнение Метода Рунге-Кутта имеет вид

                                  

,

                                                           (75)

где                                        

   i=2,3,...,m;

  k1(y)=f(xn,yn).                                                              (76)

Подставим в (75) вместо уn и уn+1 выражения типа уn = zn +u(xn), а справа добавим и вычтем 

, где

         

    i=2,3,..,m                  (77)
k1(u)=f(xn,un).
 В результате уравнение (75) примет вид

     



 EMBED Equation.2  
                                                          (78)

где







(79)
погрешность аппроксимации метода (75) на решении исходной задачи (39) (или, иначе, невязка),

   

            

                          (80)
Будем рассматривать (78) как уравнение для погрешности метода. Оно выполняется для п = 0,1,... . Так как начальные значения у0 задаются точно у0 = и(x0) , то z0 = 0. Поскольку задача решается на ограниченном отрезке х 

, при любых п и h выполняется неравенство 

.
Предполагая, что функция  f(x,u)  удовлетворяет условию Липшица по и с константой 

 оценим (n  и решение zn+1, уравнения (78).
Из (76) и (77) на этом основании, получим



   i=2,3,..,m                             (81)



Обозначим      

   i=1,2,..,m,

                         

      

                                                                (82)

Тогда неравенство (81) запишем в виде

 или в виде         

                                                 (83)

Лемма: Из неравенства (83) при Lbh > 0 следует оценка

   




 i=1,2,..,m,                                                     (84)

 где ( = 1 + Lbh.

Доказательство будем проводить методом индукции. Для i = 1 оценка (84) совпадает с (83): 

. Пусть неравенство (84) выполняется для i = 1,2,...,k. Покажем, что оно выполняется и для i = k + 1. Из (83) при i = k имеем

              

                    



(85)
Согласно предположению индукции имеем

rj((j-1g , j=1,2,..,k   
следовательно, из (85) получаем




то есть доказательство леммы. Оценка  (n



Из(81) и (84)получаем 




где                                                  

,   

,    

.

Откуда получаем оценку для (n


                                           (86)

Следовательно, при возрастании погрешности 

 величина 

 растет не быстрее первой степени погрешности.

Теперь оценим погрешность zn=yn-u(xn). Из (78) имеем zn+1=zn+h(n+h(n.

 Учитывая(86)получаем



 , n=0,1,..,K

(87)
где                                      (=((h)=(Lm(1+Lbh)m-1 ,                                                                  (88)


 при 

. Если 

, то 

, то есть ((h) ограничена равномерно по h. В качестве h0 можно взять с загрубением Х . 

Из (87)следует оценка



                         (89)
которая доказывается методом индукции. 
Загрубляя оценку (89) и учитывая z0 = 0 , получим



                                     (90)
где xn=nh(X. 

Таким образом, доказана теорема:
Если правая часть уравнения  f(x,u) удовлетворяет условию Липшица по второму аргументу с константой L и (i - невязка метода Рунге-Кутта определена согласно (79), то для погрешности метода при  nh(X  справедлива оценка






   (91)

где
(=(Lm(1+Lbh)m-1,  

,   


Следствие: Если метод Рунге-Кутта аппроксимирует исходное уравнение  порядком O(hp), то он сходится при h( 0, причем порядок точности совпадает с порядком аппроксимации O(hp).
Доказательство этого утверждения следует из оценки (91) и замечания о равномерной ограниченности  ((h) .
4. Многошаговые разностные методы

4.1. Формулировка методов
Для решения задачи Коши
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  для х>x0, u(x0)=u0 


(92)
введем сетку 

с постоянным шагом h > 0. Введем обозначение                    yn =y(xn),  fn=f(xn,yn), un=u((n) функции определенные на сетке (h.
Линейным  m-шаговым разностным методом называется система разностных уравнений



                (93)

определенная  при  п = т,т+ 1,..., где аk,bk - числовые коэффициенты, не зависящие от                       п, k = 0,1, ...т, причем  a0(0.
Уравнение (93) - это рекуррентное соотношение по определению нового значения уn = у(хn) через найденные ранее значения yn-1, yn-2, ..., yn-m.
 Расчет начинается с п = т, т.е. с уравнения

 

                     (94)
Таким образом, для начала расчета необходимо задать т начальных  значений y0, y1,..., ym-1.      Значение y0 определяется исходной задачей (92) у0=u0. Величины y1, y2,...,ym-1  можно вычислить, например, с помощью метода Рунге-Кутта. Далее будем предполагать, что начальные значения y1, y2,...,ym-1 заданы. В отличие от методов Рунге-Кутта, методы (93) допускают вычисление правых частей только в точках основной сетки ( h.
Метод (93) называется явным, если b0=0, поскольку искомое значение уn выражается явно через предыдущие значения  y1, y2,...,ym-1.  Если b0( 0 метод называется неявным. В этом случае для нахождения уn приходится решать нелинейное уравнение




где                                   


Обычно это уравнение решают методом Ньютона, выбирая начальное приближение 

.Поскольку коэффициенты уравнения (93) определены с точностью до множителя,
для устранения произвола, будем считать 

, что означает, что правая часть  разностного уравнения (93) аппроксимирует правую часть дифференциального уравнения (92).
На практике наибольшее распространение получили методы Адамса, представляющие собой частный случай многошаговых методов (93), когда производная и'(х) аппроксимируется

только по двум точкам xn  и хn-1, т.е.

a0=-a1=1,  ak=0, k=2,3,...,m .

 Методы Адамса имеют вид:          

      

При  b0=0  методы Адамса называются явными, в случаев  b(0 - неявными. 
4.2. Уравнение для погрешности
Пусть задана задача Коши

                                    

       при 

>x0, u(x0)=u0                                          (98)
Для ее решения используем m-шаговый разностный метод




где п=т,т+1,..., заданы начальные значения  у0, у1,..., уm-1.
Получим уравнение для погрешности zn=yn-u(xn)
Подставляя в левую часть уравнения (99) вместо уj=иj,+zj для  j= п,п-1,...,п-т, получим





 EMBED Equation.2  

 Добавим к правой части этого уравнения и вычтем из нее выражение



В результате получим




 EMBED Equation.2  

п = т,т+ 1,...
где


               (101)



                            (102)

Здесь (n-m -погрешность аппроксимации (невязка) метода.

Функция (n-m  зависит нелинейно от  zj , j= п, п - 1,..., п -т. Её вид определяется функцией f(x,u). Будем предполагать, что f(x,u) удовлетворяет условиям Липшица по второму аргументу, т.е.

     

                                                    (103)

для всех x, u1, u2 из рассматриваемой области. Тогда из (102) следует оценка 



   где  

                                      (104)

4.3. Погрешность аппроксимации многошаговых методов

Погрешностью аппроксимации на решении (невязкой разностного метода) называется функция (101)



   n=m,m+1,...             (105)
которую можно получить также в результате подстановки точного решения и(х) дифференциальной задачи (92) в разностное уравнение (93). Погрешность аппроксимации будем определять при h( 0 в зависимости от выбора коэффициентов ak,bk, k = 0,1,..., т. Будем предполагать, что все рассматриваемые функции обладают необходимой гладкостью. Разлагая функции  un-k =u(xn- kh) в точке х =xn по формуле Тейлора, получим








 EMBED Equation.2  


 EMBED Equation.2  
k=l,2,...,m.
Подставляя эти разложения в выражение (85) для (n будем иметь







 EMBED Equation.2  
.
После преобразований приходим к выражению
 

.

(106)
Следовательно, погрешность аппроксимации имеет порядок р, если выполняются условия:

      

,


                 

(107)


,  l=1,2,..,p


        (108)
Вместе с условием (96) уравнения (107), (108) образуют систему из р+2 линейных алгебраических уравнений относительно 2(m+1) неизвестных с а0, a1, ....аm, b0,.....bm. Упростим систему (108), рассмотрев случай  l=1,



,
и учтем условие нормировки (96). Тогда получим уравнение


,
Окончательно получаем систему уравнений

  






                     (109)
которая содержит р уравнений и 2т неизвестных а1, a2, ....аm, b1,b2,.....bm.
 Коэффициенты  a0,b0  вычисляются по формулам


    

                                             (110)

Чтобы система (109) не была переопределена, необходимо потребовать, чтобы р(2т. Это требование означает, что порядок аппроксимации линейных т -шаговых разностных методов не может превосходить 2т.
Наивысший достижимый порядок аппроксимации неявных т -шаговых методов равен 2т, а явных - (2т - 1).
Если в системе (108) отбросить последние п уравнений, п = 1,2,..., р- 1, то получим условия, обеспечивающие порядок аппроксимации  р - п .
Для методов Адамса (104) условия  р-го порядка аппроксимации (109) принимают вид



  l=2,3,...,p;    

                      (111)
Следовательно, наивысший порядок аппроксимации т -шагового неявного метода Адамса равен  т+1, а  наивысший порядок аппроксимации явного метода Адамса (b0=0)  равен т.
4.4.  Примеры многошаговых разностных методов
Наивысший порядок аппроксимации явных т -шаговых методов Адамса






 (112)

равен т. Согласно (111) условия т -го порядка аппроксимации имеют вид

 

  l=1,2,...,m.                 

          (113) 

Решая систему (113), можно найти коэффициенты метода наивысшего порядка (112) при каждом конкретном т. Так, при т = 1 получаем метод Эйлера



При  т =2,3,4,5 получаются следующие методы т-го порядка аппроксимации 



,   m=2;



   m=3;



   m=4;



  m=5.
Для неявных т -шаговых методов Адамса

           

 

 


            (114)
наивысший порядок аппроксимации равен m+1. Коэффициенты метода (114) наивысшего порядка находятся из системы (111).
При m=1 получаем метод второго порядка аппроксимации


    p=2,      

называемый методом трапеций.

При т = 2,3,4 получаем методы (т + 1) порядка аппроксимации:



  p=3,   m=2;



  p=4,   m=3;



  p=5,  m=4.
Для решения этими неявными методами уравнений необходимо использовать итерации. Например, для неявного метода Адамса 4-го порядка используется итерационный метод


      (115)

где s - номер итерации, s =0,1,... . В качестве начального значения 

 можно взять решение, полученное с помощью явного метода Адамса 3-го порядка, то есть метода

 
     

          (116)

 Записывая (115) в виде



получаем, что если  

 , то итерационный метод сходится при условии   

 ,                                                      
которое выполнено при достаточно малом h.
Если в (115) ограничиться только одной итерацией s=0 , то получим метод называемый методом предиктор-корректор.

Формулы Адамса можно получить и другим способом. Пусть в уравнении и' = f(x,u)
функция f(x,u) на отдельных отрезках интегрирования аппроксимируется некоторым полиномом от х  f(x,u)=F(x). Тогда проинтегрировав исходное уравнение на участке (xn,xn+1) получим 




или в принятых нами обозначениях



Заменяя F(x) некоторым интерполяционным полиномом степени не выше k Pk(x) и, вычисляя этот интеграл, получаем соответствующие формулы. Например, при k=0, P0(x)= f(xn,yn) = const имеем 




при  k = 1, 

 получаем 



при k = 2




при k = 3




Здесь приняты обозначения:
fn=f(xn,yn),

(fn= fn-fn-1,

(2fn=fn-2fn-1+fn-2,

(3n=fn-3n-1+3fn-2-fn-3,

O(hp) - порядок аппроксимации схемы. Этот способ получения расчётных формул использован также в методе Милна.

4.5. Метод Милна

Для получения формул Милна обычно используется первая интерполяционная формула Ньютона для производной и' в точке хk= kh с разностями до третьего порядка:



или

 

                               (117)
где 

Полагая  k = n - 4 в формуле (117) и интегрируя её почленно по х в пределах

от   xn-4   до xn  получим 



,

где  

dx = hdq  и интеграл принимает вид 



(118)

Подставляя выражение конечных разностей 










в уравнение (118), после упрощений получаем первую формулу Милна



Используя дифференциальное уравнение и' = f(x,y) и заменяя un на yn формулу Милна приводим к окончательному виду



 


(119)
Для получения второй формулы Милна положим в формуле (117) k=n-2 и проинтегрируем обе части получившегося выражения по х от хn-2 до хn


Отсюда после аналогичных предыдущему операций, получим


 




(120)
Здесь  

    Подставляя    в    (120) 

,

,получаем вторую формулу Милна 




или окончательно после замены un на yn и 

 на   f(xn,yn)


                                        (121)

Если f(x,y) не зависит от у , то есть равняется f(x), то формула (121) идентична формуле Симпсона для вычисления интеграла 




Оценим погрешности формул Милна (119) и (121) 

 ,

 по величине отброшенных членов полинома Ньютона






        (122)
Полагая (4fn = const на интервале длины 4h получим 




Так как 

 и 

, то




При малых h 

 . Тогда предельная погрешность из (122) для метода Милна есть 



, где M5=max(y(5)(x)( при а( х( b;

, то есть метод                               

Милна четвёртого порядка точности (здесь h - шаг интегрирования, п - число точек разбиения отрезка (а,b). Погрешность его порядка o(h4).

Метод Милна - один из наиболее простых и удобных. Он требует задания решения в четырёх начальных точках у0, у1,у2,у3. y0 имеется из начальных данных, а у1,у2,у3
получаем с помощью метода Рунге-Кутта. Дальнейшие значения уn n =4,5,... находим по следующей схеме:

1)  вычисляем первое приближение 

 по формуле


   для n=4,5,... 

2)  затем находим второе приближение 

 по формуле




Абсолютная погрешность величины 

приближённо равна




4.6. Устойчивость и сходимость разностных методов

Оказывается, что методы наивысшего порядка аппроксимации практически непригодны для расчётов, так как они неустойчивы.

Рассмотрим однородное разностное уравнение

a0(n+a1(n-1+...+am(m-n=0,  n= т,т+1,... , (123)
будем искать решения (123) в виде vn = qn, где q - число, подлежащее определению. Подставив в (123) vn = qn , получим для q уравнение

a0qm+a1qm-\+...+am-1q+am =0                                                    (124)
Это разностное уравнение называется характеристическим для метода (93).
Метод  (93)  удовлетворяет условию  корней,  если  все  корни   q1,q2 ,...qm характеристического уравнения лежат внутри или на границе единичного круга комплексной плоскости, причём на границе единичного круга нет кратных корней. В этом случае метод называют устойчивым.

Утверждение (без доказательства).
Пусть метод (93) удовлетворяет условию корней и имеет порядок аппроксимации  p. Тогда р(т+1 при т нечётном и р(т+2 при т чётном. Для явных т -шаговых устойчивых методов порядок аппроксимации не превосходит т.

Теорема(без доказательства).
Пусть метод (93) удовлетворяет условию корней и .

 при 0 ( х( Х . Тогда при 
mh ( xn= nh( Х, п(.т и всех достаточно малых h выполнена оценка


                                                       (125)

где (n - погрешность аппроксимации, уi-и(хi), j=0,1,...,m-1 - погрешности в задании начальных условий и М - константа, зависящая от L, Х и не зависящая от п.
Отсюда следует, что если начальные погрешности уi-u(xi) и погрешность аппроксимации (n, п =0,1 ..., являются величинами порядка 0(hp) , р > 0, то и

уi-u(xi)= 0(hp) при т > п, то есть метод сходится и имеет р-й порядок точности .
Таким образом, исследование сходимости метода (93) сводится к анализу погрешности аппроксимации и проверке условия корней. 
Отметим, что Методы Адамса



                                         (126)
всегда удовлетворяют условию корней, так как для них a0=-a1=1, то есть q = q1 = 1.
Примером метода, не удовлетворяющего условию корней, является явный двухшаговый метод


                                          (127)
имеющий третий порядок аппроксимации. Для него характеристическое уравнение имеет вид q2 + 4q - 5 = 0. Решение его есть




q1 =1, q2 =-5;

то есть второй корень не удовлетворяет условию корней, так как выходит за границу единичного круга. Следовательно, метод (127) неустойчив.
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