5.  Сходимость и оценка погрешности многошагового
 разностного метода

5.1. Частные решения однородного разностного уравнения с постоянными коэффициентами

Рассмотрим разностное уравнение с постоянными коэффициентами

a0(n+a1(n-1+...+am(m-n=0,  n= т,т+1,... (128)

где аi( f(n).
Будем искать частные решения уравнения (128), имеющие вид vn=qn, где q -число. Подставляем в (128) (n-k= qn-k и, сокращая на  qn-m, получим уравнение (k = 0,1, ...,т)

a0qm+a1qm-\+...+am-1q+am =0                                                                (129)
которое называем характеристическим уравнением, соответствующим разностному уравнению (128). Многочлен

F(q) = a0qm+a1qm-1+...+am-1q+am
 называется характеристическим многочленом разностного уравнения (128).
Следовательно, уравнение (128) имеет решение qn тогда и только тогда, когда q является корнем характеристического уравнения (129). Если корень q имеет кратность r(1, то разностное уравнение имеет частные решения  

(n=njqn, j=0,1,...,r-1.
5.2. Устойчивость по начальным данным однородного разностного уравнения с постоянными коэффициентами

Задача Коши для уравнения (128) заключается в отыскании сеточной функции (n, удовлетворяющей при всех п(т уравнению (128) и принимающей при п= 0,1,..., т-1 заданные начальные значения (0,(1, ..., (m-1.
Будем считать a0(0, тогда уравнение (128) разрешим относительно (n:




Отсюда следует, что при a0(0 решение задачи Коши существует и единственно.

Уравнение (128) устойчиво по начальным данным, если существует постоянная М, не зависящая от п и такая, что при любых начальных данных (0,(1, ..., (m-1  для его решения выполняется оценка



       n=m,m+1,...                                       (130)
Таким образом устойчивость означает равномерную по п ограниченность решения задачи Коши. Устойчивость уравнения определяется расположением корней характеристического уравнения (129).
Считают,  что выполнено условие  корней,  если  все  корни  q1, q2,..., qm  характеристического уравнения (129) лежат внутри или на границе единичного круга комплексной плоскости, причём на границе единичного круга нет кратных корней.

Теорема 1: Условие корней необходимо и достаточно для устойчивости уравнения (128) по начальным данным.

Доказательство: Докажем сначала необходимость. Пусть уравнение (128) имеет корень q, который (q(>1. Задавая в качестве начальных данных функции  (j= qj, j= 0,1,..., т- 1, получим решение (n= qn, п(т, неограниченно возрастающее при п((. Для точного решения невозможна оценка вида (130) с константой М, не зависящей от п. Следовательно, условие (qn(<1, п=1,2,..., m необходимо для устойчивости.
Пусть уравнение (129) имеет корень q кратности r>1, для которого q =1. Тогда разностное уравнение (128) имеет решение пr-1qn растущее при п(( как nr-1. В случае оценка (130) также невозможна.

Для проведения доказательства теоремы сделаем дополнительные построения. Запишем (128) в виде эквивалентной системы:




 EMBED Equation.2  

и представим эту систему в векторной форме в виде

Vn = SVn-1, п = т,т+1,...                                                                 

(131)
где        Vn=((n-m+1,(n-m+2,...,(n)T .


                                 (132)
Начальный вектор Vm-1=((0,(1,...,(m-1)T  задан.

Множество  собственных  чисел  матрицы   S   совпадает  с  множеством   корней характеристического уравнения (129).
Лемма 1: Если выполнено условие корней, то существует норма ((((|(  вектора такая, что для подчинённой нормы матрицы S справедливо неравенство ((S(((<1. 

Доказательство: С помощью преобразования подобия

S=QSQ-1                                                                         (133)

 приведем S к модифицированной жордановой форме 




где Sn - либо число, либо жорданова клетка,




qn- собственное число матрицы S , ( >0 - любое число. Оценим норму



Здесь Sii, совпадает с одним из корней характеристического уравнения, а внедиагональный элемент




 EMBED Equation.2  
  

 


Если si,i+1=0 для некоторого i , то по условию леммы ((sii((<1. Если же si,i+1=(, то si,i -кратный корень и согласно условию корней выполняется строгое неравенство (sii (<1.Но тогда при достаточно малом ( имеем
(sii (+( sii+1 (<1.
Таким образом, выбирая ( достаточно малым, получим ((s(((c( 1

 Введём норму вектора 

((Sy(((=((QSy((c=((QSQ-1Sy((c( ((S(((=((QSQ-1((c=((S((c,

((y(((=((Qy((c,
где Q определено согласно (133). Тогда получим ((S(((=((S((c<1.
Покажем теперь, что условия корней достаточно для устойчивости уравнения (128) по начальным данным. Из уравнения (131), учитывая лемму 1, получим

((Vn((((((S(((((Vn-1(((<(( Vn-1(((

и, следовательно,
((Vn(((((( Vn-1(((,   n=m,m+1,...                                         (135)                 
По определению нормы (134) имеем

 ((V(((=((QV((c(((Q((c((V((c .

С другой стороны, для любой невырожденной матрицы Q справедливо тождество

V=Q-1QV,
откуда получаем оценку
((V((c (((Q-1((c((QV((c=((Q-1((c((V(((
Таким образом выполняются оценки

(((Q-1((c)-1((V((c(((V((((((Q((c((V((c .                                                     (136)

Из (135) и (136) получаем
((Vn((c(M1((Vm-1(((                                                                                                  (137)
где  M1=((Q-1((c((Q((c. Из (137) следует неравенство


                                              (138)
означающее устойчивость уравнения (128) по начальным данным.
5.3. Оценка решения неоднородного уравнения

Рассмотрим задачу Коши для неоднородного разностного уравнения

а0yn+a1yn-1+...+amyn-m=hgn-m,                                                         (138)

 где п=т,т+1,...,величины y0,y1,..ym-1заданы, правая часть gk, k=0,1,...-заданная функция. Если  a0(0, то для каждой правой части решение задачи Коши существует и единственно. Оно может быть найдено по рекуррентной формуле


       n=m,m+1,...                                      (139)
исходя из начальных условий y0,y1,..ym-1  и известной правой части gk.
Докажем теорему, что если однородное уравнение (128) устойчиво по начальным данным, то для неоднородного уравнения (138) справедлива оценка



                                                                               (140)

где М1 и М2 не зависят от п .
Выполнение оценки (140) означает по определению устойчивость уравнения (138) по правой части. Следовательно, из устойчивости по начальным данным следует устойчивость по правой части.

Представим уравнение (138) в векторном виде 

Yn=SYn-1+hGn-1,   n=m,m+1,...,                                            (141)

где                                    Yn=(yn-m+1,yn-m+2,...,yn)T ,

                                            Gn-1=(0,0,...,gn-m/a0)T ,

матрица S определена согласно (132).
Пусть уравнение (128) устойчиво по начальным данным. Тогда согласно теореме 1 выполнено условие корней. При этом условии для некоторой нормы матрицы S справедливо неравенство |(S||( (1. Таким образом, из (141) получаем неравенства
((Yk((((((Yk-1(((+h((Gk-1(((,  k=m,m+1,...
Суммируя эти неравенства по k от т до п, получим


                                                   (143)
Используем далее неравенство (136), устанавливающее эквивалентность норм ||(||( и ||(||c. Тогда из (143) получим


                       (144)
Учитывая вид (142) вектора Gk, имеем 



    


Отсюда и из (144) получаем требуемое неравенство


                                              (145)        

где 

  

 Здесь Q - матрица, преобразующая S согласно (133) к модифицированной жордановой форме.

5.4. Погрешность разностного метода

Уравнение для погрешности имеет вид (100) 




Если бы функция  (n-m равнялась нулю для всех п, то для оценки zn достаточно было бы воспользоваться оценкой (145). Однако наличие (k, зависящей от решения z и характеризующей нелинейность задачи, усложняет получение требуемых оценок.

Теорема 2: Пусть все корни характеристического уравнения (129) лежат внутри или на границе единичного круга, причем на границе нет кратных корней. Пусть (fu(x,u)( ( L для х((x0,X). Тогда при 



                                                (146)

для решения уравнения (100) справедлива оценка 



     n=m,m+1,...                       . (147)
где                                   

           

          с1=M1(L,




Доказательство: Согласно формуле конечных приращений Лагранжа имеем
f(xn-k,yn-k)-f(xn-k, un-k)=ln-kzn-k,
где    ln-k=fu(xn-k, 

),    

=yn-k+(zn-k,    0(((1,  k=0,l,...,m.

 Представим функцию (n-m определенную согласно (102) как
(n-m =b0(f(xn,yn)-f(xn, un))+b1(f(xn-1,yn-1)-f(xn-1, un-1))+...+bm(f(xn-m,yn-m)-f(xn-m, un-m))

в виде   



                                       (148)

Подставляя (148) в уравнение (100), получим 



                      (149)

 Из условия (146) следует, что 



,                                                   (150)

поэтому уравнение (149) можно разрешить относительно zn:



                                                                              (151)

Добавляя к правой части уравнения (151) и вычитая из нее выражение



перепишем (151) в виде 
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                                (152)

где  

                                                                                  (153)
Представим уравнение (152) в векторной форме. Для этого введем векторы 

Zn=(zn-m+1, zn-m+2,....,zn)T,  

,

и матрицы 



         


Тогда получим, что уравнение (152) эквивалентно векторному уравнению
                       Zn=SZn-1+hVn-1Zn-1+h(n-1.

Для оценки решения уравнения (154) используем лемму 1 из п.5.2. Согласно этой лемме, ((S((((1. Поэтому из (154) получим


                         


(155)

 Покажем, что ((Vn-1((( ограничена числом, не зависящим от п и h. Согласно (150), (153) имеем  



      k=1,2,...,m
поэтому 




где


                                                     (156)

Для любого вектора х имеем 




где

. Следовательно 



.

Подставляя эту оценку в (155), приходим к неравенству



                                              (157)
где                       k=m,m+1,...,  c1=M1(L
Установим закономерность изменения ((Zn((( с увеличением k:







Продолжая этот процесс далее, получим для k = п следующее выражение в компактной форме


                    
(158)
Упростим эту оценку, несколько загрубив ее. При x0( хk( хn( x0+ Х имеем (n - k)h( Х ;

 поэтому 

(1+hc1)n-k(exp(hc1(n-k))(exp(c1X).

Теперь из (158)получаем



          


              (159)

Далее, учитывая (136), (150), имеем



Подставляя эти неравенства в (159) и обозначая М1 = ((Q((c((Q-1((c,  M2=2M1/(a0( , получим  оценку 



                                    (160)

Теорема доказана.

Следствие: Если 0(nh(X, выполнено условие корней, (zj( (0 при h(0, j = 0,1,..,т-1 и разностное уравнение (99) аппроксимирует исходное уравнение (98), то

решение разностной задачи (99) сходится при h( 0 к решению исходной задачи (98). Доказательство следует немедленно из оценки (160), если учесть, что



7. Краевые задачи для обыкновенных дифференциальных уравнений

7.1. Методы решения

Краевыми задачами называются задачи, в которых дополнительные условия задаются при двух значениях независимой переменной (на концах рассматриваемого участка). Такие задачи получаются при решении уравнений высших порядков или систем уравнений.

Например, требуется найти решение краевой задачи для дифференциального уравнения второго порядка

и" + р(х)и' + q(x)u = f(x),                                                 (211)

 на отрезке [а, b], удовлетворяющего на концах отрезка условиям

и(а)=А, и(b)=В.                           (212) 

Граничные условия могут быть заданы и в более общем виде

 (1u(a)+(1u’(a)=A,

(2u(b)+(2u’(b)=B.                                                        (213)
Методы решения краевых задач: точные аналитические методы, приближённые, численные. Аналитические методы изучаются в курсе дифференциальных уравнений и применимы лишь для решения узкого класса уравнений, например, для линейных дифференциальных уравнений второго порядка с постоянными коэффициентами.

Приближённые методы возникли до появления ЭВМ и не утратили ещё своего значения. Это методы коллокаций, наименьших квадратов, метод Галёркина и другие, основанные на минимизации невязок или требовании ортогональности невязки базисным функциям.

Для отыскания приближённого решения линейного уравнения (211) с граничными условиями (212) или (213) строится линейно независимая (базисная) система дважды дифференцируемых функций (0(x),(1(x),...,(n(x). При этом (0(x) удовлетворяет граничными условиям (212) или (213), а (1(x),...,(n(x) - соответствующим однородным граничными условиям. Искомое решение представляется в виде комбинации базисных функций: 

у(х) = (0(x) +a1(1(x) + a2(2(x)+...+an(n(x).                 (214)
Подставляя это выражение в уравнение (211), можно найти разность между левой и правой его частями, которое называется невязкой. Она есть функция xn и параметров a1, a2,..., an и имеет вид
((x, a1, a2,..., an) = у" + р(х)у' + q(x)y - f(x).                (215)
Коэффициенты а, стараются подобрать так, чтобы невязка была минимальной. В зависимости

от способа определения этих коэффициентов получается тот или иной приближённый метод.

Численные методы решения дифференциальных уравнений подразделяются на две группы: методы сведения решения краевой задачи к последовательности решений задач Коши и методы конечных разностей.

Рассмотрим подробнее упомянутые методы.

7.2. Метод коллокаций

Этот метод позволяет найти приближённое решение краевой задачи в виде аналитического выражения. Пусть требуется найти решение линейного дифференциального уравнения

и" + р(х)и' + q(x)u = f(x),                         (216) 

при краевых условиях  

(1u(a)+(1u’(a)=A,                                                           (217)
(2u(b)+(2u’(b)=B.        на x( [a,b].

Выберем  некоторую совокупность линейно независимых базисных функций (0(x),(1(x),...,(n(x)  , из которых (0(x)  удовлетворяет неоднородным краевым условиям (217), а остальные функции  (i(x) , i=1,2,...,n удовлетворяют однородным краевым условиям.

Ищем приближённое решение краевой задачи (216), (217) в виде линейной комбинации базисных функций

у(х) = (0(x) +a1(1(x) + a2(2(x)+...+an(n(x) 

 или



                                                           (218)
Такая функция у удовлетворяет краевым условиям при любых ai. Подставляя 

   в  уравнение  (216),  получим  некоторый  остаточный  член                ((x, a1, a2,..., an) не равный нулю, поскольку эта функция не является точным решением уравнения (216). Функция ((x,ai) называется невязкой.

Если при выборе коэффициентов аi будет выполнено условие ((x,ai )=0 для всех х([а,b], то функция у(х) будет точным решением уравнения (216). Однако так подобрать коэффициенты аi практически невозможно. Поэтому ограничиваются требованием равенства нулю невязки в заданном множестве точек х1,х2,...хn на отрезке [а,b] (точки коллокаций). В этих точках дифференциальное уравнение (216) будет удовлетворятся точно. Таким образом получаем систему алгебраических уравнений 



                                                  (219)

относительно неизвестных аi (i = 1,2,..., n).
Чем больше используется базисных функций и соответственно точек коллокаций, тем точнее получается приближённое решение.

Пример. Методом коллокаций решить краевую задачу

и" +(1+x2)u=-1на отрезке [-1,1],            


(220)

при u(-1)=u(1)=0.

В качестве базисных функций выбираем полиномы (n(х) = x2n-2(1-х2) (n = 1, 2,...). Эти функции удовлетворяют краевым условиям (n(±1)=0. В качестве точек коллокаций примем точки x1=-1/2,x2=0,x3=1/2. Ограничимся двумя базисными функциями и положим                               

y=a1(1-x2)+a2(x2 -x4). 
В результате невязка  ((x,a1,a2) будет равна

((x,a1,a2)=-2a1+a2(2-12x2)+(1+x2)[a1(l-x2)+a2(x2 -х4)]+1=1-a1,(1+x4)+a2(2-llx2 -х6).    (221)
Подставляя координаты точек коллокаций х = 0, х = ±1/2  в (221), получим систему уравнений для определения коэффициентов а1,a2



Отсюда находим а1 = 0,957, а2 = -0,022 и приближённое решение будет иметь вид 
у( 0,957(1 - х2) - 0,022(х2 - х4) = 0,957 - 0,979х2 + 0,022х4.
7.3. Метод наименьших квадратов

Рассмотрим решение линейного дифференциального уравнения (216). Этот метод решения краевых задач также основан на выборе некоторой базисной системы линейно независимых функций (0(x),(1(x),...,(n(x). При этом (ру(х) удовлетворяет неоднородным, а остальные функции (i(х) (i = 1, 2,..., n) удовлетворяют однородным краевым условиям (213). Приближённое решение ищется в виде

у(х) = (0(x) +a1(1(x) + a2(2(x)+...+an(n(x). 

Подставляя функцию у в дифференциальное уравнение (216), получаем невязку

((x, a1, a2,..., an)=y"+p(x)y'+q(x)y-f,
которая на отрезке [а, b] должна быть как можно меньше по абсолютной величине. Это требование выполняется при условии минимального значения интеграла



                                   (222)

Для получения минимума интеграла S необходимо приравнять нулю частные производные S по коэффициентам аi, то есть



                                                 (223)
В результате получается система линейных уравнений относительно аi, откуда и определяются

их значения.

Пример. Интегральным методом наименьших квадратов решить предыдущую краевую задачу

y"+(1+x2)y+1=0, х([-1,1], у(-1)=0, y(1)=0                           (224)
Полагая u1= 1 - х2, u2= х2 - х4, ищем решение в виде
у = а1(1- х2) +а2(х2 -х4). Подставляя в (224) функцию у получаем невязку ((х,аi)
((х,аi,a2) = 1 - а1(1 + х4) + а2 (2 - 1 lx2 - х6).

Задача симметрична относительно точки х = 0, поэтому будем рассматривать лишь отрезок [0,1]. Тогда интеграл от квадрата невязки будет иметь вид 




и уравнения (223) принимают вид  




а после интегрирования получаем 




откуда получаем a1=0,985, a2=-0,078 и  y= 0,985(1-х2)-0,078(х2-х4).

Для приближённого решения краевой задачи часто ищут минимум не интеграла от квадрата невязки, а минимум конечной суммы (2(х). 




на некотором множестве точек хi  (i = 0,1,2, ..,m).
7.4. Метод Галёркина

Рассмотрим метод Галёркина решения линейных дифференциальных уравнений. Метод Галёркина основывается на теореме общих рядов Фурье:

Пусть {(n(х)} - полная система ортогональных функций с ненулевой нормой на отрезке [a, b]. Если непрерывная функция f(х) ортогональна на [а, b] ко всем функциям (n(х) , то есть

Доказательство:
Ряд Фурье для /(х) относительно системы ортогональных функций имеет вид  



   где  n=0,1,2,....                                                    (225)

то                                  f(x)(0    при  x([a,b].

Доказательство:

Ряд  Фурье для   f(x)  относительно системы ортогональных функций имеет вид 



         



(226)

Из теории рядов Фурье известно, что коэффициенты Фурье определяются по формуле 



  где   


По условию (225) имеем

сn=0, (n=0,1,2,...).                                 (227)
Для полной системы {(n(х)} по отношению к любой непрерывной функции f(x) выполнено равенство полноты



                                                             (228)
Отсюда, учитывая равенство (227), имеем



следовательно f(х) ( 0 на [a, b].
Если непрерывная функция f(х) ортогональна лишь к конечной системе функций (i(x) (т.е. c0=c1 =c2=.....=cN =0),то 




где ( > 0 малая величина, при N достаточно большом. В этом случае f(х) в среднем на отрезке [а, b] будет сколь угодно мала.

Алгоритм метода Галёркина также основан на выборе базисной системы линейно независимых функций   (0(x),(1(x),...,(n(x)  , из которых (0(x) удовлетворяет неоднородным краевым условиям, а остальные функции (i(x) удовлетворяют однородным условиям.

На основе этой базисной системы строится приближённое решение задачи в виде их линейной комбинации

у(х) = (0(x) +a1(1(x) + a2(2(x)+...+an(n(x). 

Подставляя эту функцию в уравнение, получаем невязку 




где    L[(0] -дифференциальный оператор, 

f(х) - правая часть уравнения,

L(u)=f(х)-дифференциальное равнение. Например, L(u) = и" + р(х)и' +q(x)u.
Согласно методу Галёркина требуем, чтобы невязка была ортогональна к базисным функциям (i(x) (i = 1, 2,..., n), что при достаточно большом их числе обеспечивает малость невязки в среднем. Насколько это приближённое решение близко к точному в общем случае остаётся неясным. В результате получаем следующую систему линейных уравнений для коэффициентов ai  (i = 1, 2,...):







.
.
.
.
.




Пример. Найти приближённое решение методом Галёркина краевой задачи
 у" + ху' + у = 2х на отрезке [0,1]                                      (231)
при        
              
y(0)=1,y(1)=0.                                                                           (232)

Решение. Базисные функции выбираем в виде  

u0(x)=1-x, u1=x(1-x), u2=x2(1-x), u3=x3(1-x).
Приближённое решение ищем в виде

у = (1-x)+a1x(1-x)+a2x2(1-x)+a3x3(1-x).

 Подставляя у(х) в уравнение (231) получаем невязку ((х)
((x, a1, a2, a3)=(1-4x)+a1(-2+2x-3x2)+a2(2-6x+3x2-4x3)+a3(6x-12x2+4x3-5x4).
Из условия ортогональности невязки к базисным функциям получаем систему линейных уравнений для коэффициентов аi 






                                         (233)



Подставляя в (233) значения ((x,ai) после интегрирования получаем систему линейных алгебраических уравнений

133a1 +63a2+36a3=-70,

140а1 +108a2+79a3=-98,
264а1 +252a2+211a3=-210.

 Отсюда находим a1 = -0,2090; а2 = -0,7894; а3 = 0,2090 и функцию у(х) 

у = (1 - x)(l - 0,2090х - 0,7894х2 + 0,2090х3).
Для решения нелинейных дифференциальных уравнений с нелинейными граничными условиями можно так же применять рассмотренные выше методы. При этом искомая функция у(х), определяемая как



должна удовлетворять  краевым условиям  при любых значениях коэффициентов ai  

(i = 0,1,2,.., n) - это раз. Во-вторых, в результате минимизации невязки или ее ортогонолизации базисным функциям получается система нелинейных алгебраических уравнений относительно коэффициентов ai (i = 0,1,2,.., n) , которую можно решить каким-либо итерационным методом.                        
7.5. Метод стрельбы

Рассмотрим краевую задачу

u"=f(x,u,u'),                          



(234)
определенную на отрезке [0,l]. Любой отрезок [а,b] можно привести к этому отрезку с помощью замены переменных



Граничные условия примем в виде (212):
u(0)=u0 , u(1)=u1    


                       (235)
Метод стрельбы заключается в сведении решения краевой задачи (234), (235) к решению задач Коши для уравнения (234) с начальными условиями

и(0)=0, u'(0)=k=tga.          


           (236)



Здесь u0 - точка на оси ординат, в которой помещается начало интегральной кривой; (- угол наклона касательной к интегральной кривой в этой точке. Считая решение задачи Коши и=и{х,а) зависящим от параметра», будем искать такую интегральную кривую и = и(х,(() , которая выходит из точки (0, u0 ) и попадает в точку (1, u1 ) т.е., если (=((, то решение и(х,() задачи Киши совпадает с решением и(х) краевой задачи. При х = 1 получают и(1,() = u1, или

и(1,() - u1=0.
                   
                                 (237)

Следовательно получим уравнение вида F(() = 0, где F(() = и(1,() -u1. Хотя это уравнение нельзя записать в виде некоторого аналитического выражения (оно является решением задачи Коши), для его решения может быть использован любой из методов решения нелинейных уравнений: метод половинного деления, метод Ньютона и др.

Например, метод половинного деления: Находим начальный отрезок [(0,(1], содержащий значения (( на концах которого функция F(() принимает значения разных знаков. Далее, делим отрезок [(0,(1] пополам и решаем задачу Коши при (=(2=((0+(1)/2. В соответствии с методом деления отрезка пополам отбрасываем один из отрезков: [(0,(2] или [(2,(1] на котором функция F(() не меняет знак, и так далее, пока полученный отрезок не станет меньше заданной погрешности решения (>0, [(n,(n-1]((. Этот метод хорошо работает, если и(х,() не слишком чувствительна к изменениям ( ; в противном случае может возникнуть неустойчивость в решении.

Одним из самых надежных методов в решении задачи методом стрельбы является метод Ньютона. Он состоит в следующем. Пусть (0 начальное приближение (. Тогда ((=(0+(( - искомое значение ( . Решая задачу Коши при (=(0 , получаем U(х,(0). Разлагая функцию U(1,(() в ряд Тейлора в окрестности точки (0ц по ((  , получаем 




Полагая  U(1,(0+(()=U(1,(()=u1, находим




 EMBED Equation.2  

Производную (U(1,(0)/((  находим из выражения


                                 (238)
Здесь (( - произвольное малое возмущение ( .
Для нахождения 

 нужно еще решить задачу Коши при (=(0+((, в результате чего найдем  
U(1,(0+((). Затем по формуле (238) находим поправку (( и вычисляем следующее приближение параметра  ( :(1=(0+((  и так далее. Итерационный процесс продолжается до тех пор, пока очередное значение поправки (( по абсолютной величине не станет меньше некоторого малого числа ( , погрешности решения.

Метод стрельбы может использоваться и для решения системы уравнений. Рассмотрим систему двух уравнений первого порядка, определенной на отрезка [0,1]:
и' = f1(x,u,v),
v' = f2(x,u,v).                                                                (239)
Граничные условия

u(0)=u0,  ((1)=(1                                                           (240)
Процесс решения: Выбираем некоторое (, аппроксимирующее значение ((0) . Решаем задачу Коши для системы (239) с начальными условиями u(0)=u0,  ((0)=(. В результате решения при х=1 получается некоторое значение v(1,()((1. Если ( v(1,()-(1((( , то найденное решение принимается за искомое. В противном случае находим уточненное значение ( и процесс повторяется.

7.6. Метод конечных разностей

Этот метод сводит решение краевой задачи для дифференциального уравнения к решению системы алгебраических уравнений относительно искомой функции на заданном множестве точек. Это достигается путем замены производных, входящих в дифференциальное уравнение, их конечно-разностными аппроксимациями.

Пусть задана краевая задача

и" + ри' + qu = f(х) на отрезке [0,1],                    (241) 

при граничных условиях

 u(0)=u0,  u(1)=u1                



(242)
Введем сетку (h в области решения, разбив отрезок [0,1] на п равных частей точками хi = ih 

(i = 0,1,..,n). Введем сеточные функции yi,pi,gi,fi, определенные в узлах этой сетки (h.
Заменим производные, входящие в уравнение (241) их конечно-разностными аппроксимациями:



      

                           (243)

Подставляя эти выражения в (241), получаем систему разностных уравнений

F(xi,yi-1, yi,yi+1)= 0, i=1,2,..n-1                                                     (244)

 при  y0=u0,  y1=u1,

являющуюся системой (п -1) алгебраических уравнений относительно значений сеточной функции   y1|, y2,..., yn. Значения  y0  и уn берутся из граничных условий, если они заданы непосредственно.

Если граничные условия задаются в общем виде

a1u(0)+b1 и'(0)=c1,

a2(1)+b2 и'(1)=c2,                                                             (245)
то они также должны представляться в разностном виде путем аппроксимации производных и'(0) и и''(1) конечно-разностными соотношениями. Например, при аппроксимации односторонними разностями
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                                                (246)
Отсюда находятся значения у0ц и уn и система (244) тогда решается совместно с (245).
Часто для повышения порядка точности задания граничных условий (245) они аппроксимируются симметричными разностями 



   


В этом случае приходится вводить фиктивные точки х-1 и хn+1, лежащие вне рассматриваемого отрезка [0,1]. Количество неизвестных увеличивается на два. Для замыкания системы привлекают еще два разностных уравнения (244) при  i = 0,n.
7.7. Метод прогонки решения разностных уравнений

Рассмотрим метод скалярной прогонки на примере решения следующей краевой задачи:

у"(х) + qu'(x) + ри(х) = f(х),

р > 0,   0( х ( I,
u(0) = А, u(1) = В.

Введём сетку на [0,1] с шагом h = const, хi = ih, (i = 0,1,...n), а также сеточные функции, определённые на (h. Запишем уравнение в каждой точке

и"(хi)+ qи'(xi) + р(хi )и(хi)=f(xi).

 Аппроксимируя производные конечными разностями, получим систему (n—l) линейных              
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                                  (247)                              
где i = 0,1,...n-1.

  С граничными условиями

        у0 = А, уn=В.                                                                    (248)
Здесь qi = q(xi), рi = р(хi), fi = f(xi).
Полученная система разностных уравнений имеет трехдиагональную матрицу, элементы которой равны нулю везде кроме главной диагонали и двух её окружающих.

Систему (247), (248) решаем методом скалярной прогонки, являющейся разновидностью метода исключения Гаусса. Для общности запишем (247) в виде

Aiyi-1+biyi+ciyi+1=di                



  (249)
у0 = А, уn=В.
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Пусть i=1, тогда система (249) будет иметь вид а1у0 +b1y1+c1y2=d1.
Разрешим это уравнение относительно y1:




 где   

,   


Дальнейшие решения системы (249) будем искать в виде уi=Li yi+1+Ki.
Пусть уi-1=Li-1 yi+Ki-1.
 Найдём уi-1, из уравнения (249) и определим коэффициенты Li и Ki . Для этого подставим yi-1 в уравнение

ai,Li-1yi +ai,Ki-1 +bi,yi +ciyi+1 =di,

yi(aiLi-1+bi)=-ci yi+1+di-aiKi-1.
Выразим уi через уi+1:




уi=Li yi+1+Ki.
где           






      

,
являются рекуррентными формулами для вычисления коэффициентов Li и Кi.
Таким образом, в процессе исключения система алгебраических уравнений (249) с трёхдиагональной матрицей свелась к системе уравнений с двухдиагональной матрицей вида уi=Li yi+1+Ki.
Для её решения необходимо вначале вычислить коэффициенты Li и Кi. Процесс их вычисления называется прямым ходом или прямой прогонкой и начинается с i = 0 (с левого конца). Начальные значения L0 и К0 получаем из граничного условия при i=0

у0=L0 yi+K0, так как у0=А, то L0=0, К0=А.

 Последующие значения Li и Кi  получаются из рекуррентных формул


      

, при i=1,2,...,n-1.            (250)     
Неизвестные значения функции уi определяются обратной прогонкой начиная с правого конца отрезка по рекуррентной формуле

                                              уi = Liyi+1 +Ki, для i=n-1,n-2,...,1.                                                 (251)
Так как уn задано - уn = В, то последовательно получаем




yn-1=Ln-1yn+Kn,





yn-2=Ln-2yn-1+Kn-1

.   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   

y1=L1y2+K1.
Однако не для всяких систем уравнений применим метод скалярной прогонки. Условием хорошей обусловленности системы уравнений и устойчивости прогонки является выполнение условия
(bi(( (ai(+(ci(+(, (>0-малая величина, то есть условие диагонального

преобладания матрицы коэффициентов.
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