6. Численное решение жестких систем дифференциальных уравнений

6.1. Условно и абсолютно устойчивые разностные методы

Для задачи Коши

   
[image: image1.wmf]0

0

0

)

(

,

),

,

(

u

x

u

x

x

u

x

f

dx

du

=

>

=

,                                             (161)

рассмотрим разностные методы вида
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,n=m,m+1,…                                              (162)
Ранее было показано, что устойчивость и сходимость метода определяется расположением корней характеристического уравнения
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т.е. требуется, чтобы все корни удовлетворяли условию ¦q¦ < 1, причем корни q, для которых

¦q¦ =1 не должны быть кратными.

Это общие условия, не учитывающие многих характерных свойств решений исходной дифференциальной задачи (161) и аппроксимирующего разностного уравнения. Они означают, что все решения однородного разностного уравнения остаются ограниченными при   п > ?.

При таком подходе коэффициенты bk = 0,1, ..., входящие в правую часть уравнения

(162), никак не влияют на устойчивость.

Если же заранее известна какая-либо характерная особенность в поведении решения исходного дифференциального уравнения, то естественно требовать, чтобы она сохранялась и у разностного уравнения. Такое требование приводит к сужению класса допустимых разностных методов. Рассмотрим методы, предназначенные для расчета асимптотически устойчивых решений уравнения (161).

Рассмотрим характерный пример. Уравнение
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где ? < 0, имеет решение u(х) = и0?λx монотонно убывающее при х > ?. При любых h > О для решения этого уравнения справедливо неравенство

                                                       ¦u(x+h)¦?¦ и(х)¦,                                                                   (165)

означающее устойчивость решения и(х) .
Естественно потребовать и для разностного решения задачи выполнения аналогичного неравенства. Рассмотрим метод Эйлера для этой задачи



,                      п = 0,1,..                                (166)

откуда получаем







 ,      


Оценка вида (165) для уравнения (166)

¦yn+1¦?¦yn¦,п=1,2,...                                           (167)

будет выполнена тогда, когда ¦q¦ ?  1. В случае λ  < 0 это условие эквивалентно ограничению на шаг h.

  

       

       

                                   (168)

Следовательно, метод (166) устойчив, если шаг h удовлетворяет условию (168).

Разностный метод (162) называется абсолютно устойчивым, если он устойчив при любых h > 0, и условно устойчивым, если он устойчив при некоторых ограничениях на шаг h.
Таким образом метод Эйлера (166) условно устойчив при условии (168). Неявный метод Эйлера для уравнения (164) с ? < 0 является абсолютно устойчивым




Для него ¦q¦ = 1/(1 - λh) < 1 при любых h > 0.

Приведенные примеры отражают характерные свойства и для более общих асимптотически устойчивых систем дифференциальных уравнений: явные разностные методы являются условно устойчивыми, а среди неявных методов существуют абсолютно устойчивые методы.

Условная устойчивость является недостатком явного метода, так как вынуждает брать слишком маленький шаг h. Неявный метод лишен этого недостатка, однако применение его к задаче (161) приводит к необходимости решения на каждом шаге системы алгебраических уравнений, в общем случае нелинейной.

6.2.   Понятие   жесткой   системы  дифференциальных  уравнений

Многие  рассмотренные  выше  численные  методы  решения  обыкновенных дифференциальных уравнений переносятся без изменений на системы дифференциальных уравнений. Однако в случае систем уравнений могут появиться дополнительные трудности, связанные с разномаштабностью процессов, описываемых данной системой.

Пример двух независимых уравнений

        

      

,    x>x0,     

,    

                  (169)

где а1, и а2 > 0 .

Система (169) имеет решение

                      

,     


монотонно убывающее с ростом х. Пусть а2 >> а1. Тогда u2 (х) затухает гораздо быстрее,

чем u,(х), и, начиная с некоторого х, поведение и(х) = { и1(х), и2{х) } почти полностью определяется компонентой и1(х). Однако оказывается, что при решении системы (169) разностным методом шаг интегрирования h определяется, как правило, компонентой и2(х), не существенной с точки зрения поведения решения системы. Например, метод Эйлера

     

                                                                    (170) 

где 

, i = 1,2,..., будет устойчив, если шаг h удовлетворяет одновременно двум неравенствам  ha1 ? 2, 1, ha2 ? 2 . Поскольку а2 >>a1 0 , условие устойчивости приводит oграничению h ?  2/a2 
Этот пример является искусственным, так как каждое уравнение можно решать независимо. Однако аналогичные трудности возникают и при решении любой системы обыкновенных дифференциальных уравнений

                                                        

                                                                       (171) 

если матрица А имеет большой разброс собственных значений ?k.
Предположим, что матрицу А можно привести преобразованием подобия к диагональному виду Q-1AQ. Тогда замена и = Qv преобразует систему (171) в систему независимых уравнений

                                                              


матрица которой имеет те же собственные числа ?k, что и матрица А.
Определение. Система дифференциальных уравнений (171) с постоянной матрицей А(т*m) называется жесткой, если

1) Re λk < 0, k = 1,2,...,т (т.е. система асимптотически устойчива по Ляпунову);

2) Отношение




велико.

Число S называется числом жесткости системы (171). Однако граница для S , начиная с которой система становится жесткой, не указывается.

Если матрица А зависит от х, то ?k = λk(x), k = 1, 2,..., т. При каждом х можно определить число жесткости

                                             


В этом случае свойство жесткости может зависеть от х . Система




называется жесткой на интервале (x0,Х) ,  если Re  λk  (x) < 0, k =1,2, ...,т, для всех х 

 (x0, X) и число sup S(x) велико.

Решение жесткой системы содержит как быстро убывающие, так и медленно убывающие составляющие. Начиная с некоторого х > x0 решение системы почти полностью определяется

медленно убывающей составляющей. Однако в случае явных схем быстро убывающая составляющая отрицательно влияет на устойчивость, что вынуждает брать шаг интегрирования слишком мелким.

Выход из этой критической ситуации был найден в применении неявных абсолютно устойчивых разностных методов. Например, систему (170) можно решать с помощью неявного метода Эйлера



   


который устойчив при всех h > 0. Поэтому шаг интегрирования h можно выбирать, руководствуясь лишь соображением точности, а не устойчивости.

6.3. Нелинейные системы дифференциальных уравнений

Пусть задана задача Коши для нелинейной системы

                                          

,           

, 

                                         (172)
где                                                     и(х) = (и, (х), u2 (х),..., um (х))T ,

f(x,u)=( f1(x,u),   f2(x,u) . . . ,fm(x,u))T .
Зафиксируем какое-либо решение ν(x) системы (172) и образуем разность z(х) = u(„‡)-ѓЛ(„‡) „}„u„w„t„… „Ѓ„‚„Ђ„y„x„r„Ђ„|„Ћ„~„ (172) и данным решением ν (x). Эта разность удовлетворяет следующей системе уравнений:



, k=l,2,...,m                     .             (173)

Будем рассматривать z(х) как малое возмущение, внесенное в основное решение ? (x). Разложим правую часть уравнения (173) в ряд Тейлора. Так как




имеем

                         

                             

где через 0(\z\) обозначены величины более высокого порядка, чем первый, по z. В результате получим

                    

                                              (174) 

где 

- матрица Якоби с элементами

ду



,      i,j = 1,2,   ,m
Отбрасывая в (174) величины O(¦z¦), получим систему уравнений первого приближения



.                                                     (175) 

Система (175) является системой линейных дифференциальных уравнений относительно w(x), так как функция ν(x) задана.

Определение: Пусть ?k(х), k = 1, 2,..., т - собственные числа матрицы A(x,v(x)). Число жесткости определяется как S(х)




Система (172) называется жесткой на решении ν(x) и на данном интервале x0 <х<Х , если

1) Re λk(x) < 0 , k = 1,2,..., т для всех х <(x0,Х);
2) число sup S(x) велико.

6.4. Специальные определения устойчивости

При исследовании различных разностных методов для жестких систем уравнений их свойства сопоставляются на примере решения модельного уравнения



                                                             (176)

где ? - произвольное комплексное число. Для того чтобы уравнение (176) действительно моделировало исходную задачу (171), его рассматривают при таких ?, которые являются собственными числами матрицы А.

Разностный метод (162), примененный к уравнению (176), имеет вид

                             

                                                           (177)

где μ = hλ - комплексный параметр.

Если искать решения уравнения (177), имеющие вид уn = qn, то для q получим характеристическое уравнение 

                                                                  (178)

отличающееся от (163) тем, что его коэффициенты зависят от параметра ? = hλ. „P„‚„y „}„p„|„Ќ„‡ ѓК „{„Ђ„‚ (163) и (178) „q„|„y„x„{„y. „O„t„~„p„{„Ђ „Ѓ„‚„y „q„Ђ„|„Кроме обычного определения устойчивости разностного метода (все корни характеристического уравнения (178) не превосходят по модулю единицу), в случае жестких систем используют и другие, более узкие определения устойчивости: А - „…„ѓ„„„Ђ„z„‰„y„r„Ќ„z „} - устойчивый метод.

Областью устойчивости разностного метода (162) называется множество всех точек комплексной плоскости ? = hλ, для которых данный метод, примененный к уравнению (176),

является устойчивым.

Например, явный метод Эйлера




для уравнения (176) имеет вид




 Условие   устойчивости  ¦1 + ƒΚ„ 1   для   комплексного  

  означает,   что



. Следовательно область устойчивости данного метода представляет собой круг единичного радиуса с центром в точке (-1,0).

 Для неявного метода Эйлера




областью устойчивости является внешность круга единичного радиуса с центром в точке (1,0).                                                       


Разностный метод называется А - устойчивым, если область его устойчивости содержит левую полуплоскость Re μ<0. При этом, как известно, уравнение асимптотически устойчиво

при Reλ < 0. Поэтому существо этого определения состоит в том, что А - устойчивый метод является абсолютно устойчивым, если устойчиво решение исходного дифференциального уравнения. Отсюда следует, что неявный метод Эйлера является А - устойчивым, а явный метод - не является.

Рассмотрим одношаговый метод второго порядка точности, т.е. симметричную схему

                                 

                                        (179) 

Для уравнения (176) метод принимает вид                  




Отсюда видно, что q <1 тогда и только тогда, когда Reμ<0. Следовательно, метод (179)

является А - устойчивым.

При решении жестких систем уравнений было бы желательно пользоваться А -устойчивыми разностными методами, так как условия устойчивости не накладывают ограничений на шаг h.
Однако класс А - устойчивых методов весьма узок. Среди методов (162) не существует явных А -устойчивых методов.

Для доказательства этого утверждения запишем характеристическое уравнение (178) в виде




Для явного метода (162), Ь0 = 0, a0 ? 0. Могут оказаться равными 0 и другие коэффициенты, но не все, так как по условию Ь0 +Ь1+...+Ьm =1. Пусть Ь0 =Ь1 =...=b j-1 =0,   bj ? 0, О < j < т. Тогда из (180) получим                          


Отсюда видно, что при больших q функция μ(q) ведет себя как      

, j> 1.

Следовательно, для любого достаточно большого по модулю числа μ (в том числе и

для Re μ < 0) найдется корень уравнения (178) с ¦q¦ ?1.

Доказано, что среди неявных линейных многошаговых методов нет А - устойчивых

методов, имеющих порядок точности выше второго. Примером А - устойчивого метода второго

порядка точности является симметричная схема (179).

„A„Ќ„|„Ђ „r„r„u„t„u„~„Ђ „u„‹„u „~„u„ѓ„{„Ђ„|„Ћ„{„Ђ „}„u„~„u„u „Ђ„s„‚„p„~„y„‰„y„„„u„|„Ћ„~„Ќ„‡ „Ђ„Ѓ„‚„u„t„u„|„ - устойчивым, если область его устойчивости

содержит угол




В частности А

-устойчивость совпадает с А– устoйчивостью.

„D„Ђ„{„p„x„p„~„Ђ, „‰„„„Ђ „~„y „t„|„‘ „{„p„{„Ђ„s„Ђ „p „~ - „…„ѓ„„„Ђ„z„‰„y„r„Ђ„s„Ђ „|„y„~„u„z„~„Ђ„s„Ђ „}„~„Ђ„s„Ђ„Љ„p„s - устойчивые неявные методы третьего и четвертого порядка точности. Например, схема



                         (181)

„y„}„u„u„„ „‰„u„„„r„u„‚„„„Ќ„z „Ѓ„Ђ„‚„‘„ - устойчива при некотором ? > 0.

6.5. Чисто неявные разностные схемы

В настоящее время для решения жестких систем уравнений широко используется метод Гира, в основу которого положены чисто неявные многошаговые методы высокого порядка точности

                               



                                                            (182)

Это - частный случай многошагового метода (162), когда b1 = b2 =К,     bm =0, b0 = 1. Для отыскания уn получаем из (182) нелинейное уравнение



  



         (183)

которое можно решать каким-либо итерационным методом.

Условия р-го порядка аппроксимации (109), (110) в случае метода (182) принимают вид



                           (184)

Отсюда видно, что наивысший достижимый порядок аппроксимации чисто неявного метода т-шагового равен т.
Система уравнений (184) для определения коэффициентов а, метода наивысшего порядка имеет вид







…………………………….






                       (185)







Эта система однозначно разрешима, так как ее определитель, отличен от нуля.

При т = 1 метод (183), (185) совпадает с неявным методом Эйлера. При т=2 и т = 3 получаем методы


                                                            (186)



                                      (187)

имеющие, соответственно, второй и третий порядок точности. При т =4 из (183), (185) получаем схему (181). Для практических расчетов используются аналогичные методы до десятого порядка точности.

Чисто неявные схемы обладают хорошими свойствами устойчивости, позволяющими использовать их для решения жестких систем уравнений.

Найдем область устойчивости метода второго порядка (186). Для модельного уравнения (176) метод (186) принимает вид











            (188)

где ? = hλ. Ему соответствует характеристическое уравнение



.                                            

          (189)
Необходимо найти множество точек G комплексной плоскости 

, для которых оба корня q1,2(μ) уравнения (189) не превосходят по модулю единицу. Границей

области G является множество таких точек μ, для которых ¦q¦= 1.

Выразим из (189) параметр μ через переменное q , т.е. запишем
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Отсюда видно, что если q = 1, т.е. q = е-iφ, cos φ - i sin φ= e-iφ , cos φ + i sin φ=1, то
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т.е. q = 1 при q = е-iφ

При изменении аргумента ? от 0  до 2П  точка описывает замкнутую кривую Г,


[image: image7.png]RSN





симметричную относительно действительной оси. Для точек ?(q), расположенных снаружи от этой кривой, выполнено

условие q <1, поэтому область устойчивости G метода (188)

представляет собой внешность кривой Г . Точки внутри Г, составляют область неустойчивости. Обозначая х = cosφ ,
можно переписать (191) в виде



,

откуда следует, что вся кривая Г расположена в правой полуплоскости. Поэтому область устойчивости метода целиком содержит левую полуплоскость и тем самым метод (186) является А - устойчивым.

Аналогично определим область устойчивости метода четвертого порядка (181). Запишем характеристическое уравнение в виде




и пологая q = е-iφ, находим уравнение границы, разделяющей области устойчивости и неустойчивости:









где х = cos φ. В отличие от предыдущего примера, имеются

точки границы, расположенные в левой полуплоскости. Поэтому метод (181) не является А - устойчивым. Найдем значение ее, при котором метод (181) „@(ѓ - „…„ѓ„„„Ђ„z„‰„y„r. „D„|„‘ „Џ„„„Ђ„s„Ђ „~„u„Ђ„q„‡„Ђ„t„y„}„Ђ „~„p„z„„„y „…„s„Ђ„| ѓї, „{„Ђ„„„Ђ„‚„Ќ„z „Ђ„q„  (0,0),  с

отрицательным направлением оси ?0. Обозначим

(192)



,



.

„T„ѓ„|„Ђ„r„y„‘ „{„p„ѓ„p„~„y„‘ ѓБ „ѓ „s„‚„p„~„y„€„u„z „Ђ„Ѓ„‚„u„t„u„|„‘„ђ„„„ѓ„‘ „ѓ„|„u„t„…„





 (193)

Из (193) получим
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Уравнение (193) после подстановки в него выражений для 

 из (192) и (194) и приведения подобных членов сводится к линейному уравнению х - 0,2 = 0. При х = 0,2 из (192)получим                                    


 Так что                                             

.

Поэтому метод (181) „@(ѓ - устойчив, где ? = arctg

 68°.

Для решения уравнений метода Гира используется какой-либо метод итераций, например:





                    

 .                (195)

В качестве начального приближения ^(0) можно взять решение, полученное с помощью явного метода Адамса, например, 3-его порядка точности

   


Записываем (195) в виде 

, получаем, что при 

М

итерационный метод сходится при условии 

, которое выполняется при достаточнo,
малом h. Если ограничится одной итерацией, то получаем метод предиктор-корректор.

6.6. Неявные методы Рунге-Кутта
Важным классом методов решения жестких систем уравнений являются неявные одношаговые методы Рунге-Кутта, имеющие следующий вид:





                                                             (196)





EMBED Unknown

…………………………………………………………….





 Значения коэффициентов 

, - получаются после разложения функций 

, в ряд Тейлора и сведения невязки метода к минимуму путем приравнивания членов при степенях 

 нулю, где р - порядок аппроксимации схемы.

Таким образом получаются: неявная схема Рунге-Кутта третьего порядка 0(h3)





EMBED Unknown

         о неявная схема Рунге-Кутта второго порядка 0(h2)




                                                             (198)




или                     





Батчер показал, что для каждого т существует единственная формула Рунге-Кутта порядка точности 2т, причем коэффициенты этой формулы удовлетворяют следующим условиям:

1) коэффициенты 

 являются корнями многочлена Лежандра т-й
степени




                                  (200)

2) коэффициенты 

 удовлетворяют уравнениям

                                     



                                   (201)

3) коэффициенты 

 удовлетворяют уравнениям

                                      

.                                                                (202)

Эти методы называются методами оптимального порядка.

Получим некоторые неявные формулы Рунге-Кутта оптимального порядка m= 1,2,3. Многочлен Лежандра первой степени имеет вид :   

т=1:                                      L1(x)=x 

и

L1(2a-l)=2a-l.

Откуда а = 1 / 2. Коэффициент 

, определяется из (201) явно: ? = 1, а b1 =1/2. 

В результате получаем одночленную формулу второго порядка




   



     (203)




Эта формула называется неявной формулой средних прямоугольников. Для т = 2 полином Лежандра второй степени имеет вид     


откуда

 и корни



;                     


Коэффициенты 

, и 

 определяются из уравнений (201),







решение которых дает следующие значения:




Коэффициенты b11 и b12 определяются из уравнения (202) при i = 1

   

   

;         

           


Коэффициенты b21 и b22 определяются из уравнений (202) при i = 2

  

, 

          

               


Наконец получаем двучленную формулу Рунге-Кутта 4-го порядка










Для m = 3 многочлен Лежандра третьей степени имеет вид





3    и  


Отсюда          

.

Коэффициенты 

, находятся из системы уравнений (201)



,






EMBED Unknown

а коэффициенты bij,   i = 1,2,3; j'= 1,2,3 определяются из системы (202) при i = 1,2,3 Например, b11, b12,,b13 при j=1;        







В результате получаем следующую формулу шестого порядка






 



EMBED Unknown
 



6.7. О решении неявных разностных схем.

Выше для решения неявных разностных уравнений рассматривалось применение метода простой итерации, необходимым условием сходимости которого является условие



или



где h - шаг интегрирования, М = mах¦fu(х, и) ¦ , L - константа Липшица. Однако для жёстких cистем уравнений выполняется условие max¦Reλk ¦ >> 1. Следовательно, силу соотношения max¦Reλk ¦ ?L константа Липшица и величина М для таких систем  велики: М и L>> 1.

В результате условие (206) сходимости метода простой итерации приводит к сильному ограничению на шаг интегрирования и не даёт выигрыша при применении неявных схем вместо явных. Поэтому при интегрировании жёстких систем необходимо отказаться от использования метода простой итерации.

Применим для решения неявных m-шаговых уравнений, в частности методов Гира, метод Ньютона. Запишем разностные уравнения в следующем виде





  (207)

Итерационный процесс Ньютона для уравнений (207) будет выглядеть следующим образом



Здесь    

 - матрица Якоби, элементы которой равны 
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Для решения уравнений (208) надо вычислить обратную матрицу G-1' для матрицы G 




а потом вычислить последующее приближение по формуле (208)



                                          (209)

Кроме того, решение можно получить непосредственно из линейной системы уравнений




путем LU-разложения матрицы G (где L - нижняя треугольная матрица, U - верхняя треугольная матрица) последовательно решая две линейные системы: сначала с нижней треугольной матрицей L:




а затем с верхней U :                                Uv = w.

После этого решение находится по формуле




На каждой итерации требуется вычислить матрицу Якоби G, найти её обратную G-1 либо решить линейную систему уравнений (210). Часто для решения системы (209) применяют модифицированный метод Ньютона, когда вычисление матрицы G , её обращение или её LU -разложение производится только один раз и все итерации для v =1,2,... выполняются с одной

и той же матрицей G ' или с одними и теми же матрицами L и U . Если матрица Якоби мало изменяется от точки (хn, уn) к точке (хn+1,, уn+1), то одна и та же матрица G-1 (или L и U ) может быть использована для вычисления уn в нескольких точках хn+1, хn+2,... .
Если же для нахождения решения в некоторой точке xn+k сходимость не достигается за максимально допустимое число итераций, то вновь вычисляется матрица Якоби и находится её

обратная матрица G-1 или снова производится её LU -разложение.

При решении задачи важным является вопрос выбора начального приближения, так как от него зависит сходимость решения и количество итераций, необходимых для достижения заданной точности. Для вычисления начального приближения используются различные способы:

1. Явные формулы m-шаговых методов:

                     


2. Явные формулы Адамса:










3. Интерполяционные полиномы:





.
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6.8. О решении уравнений высшего порядка.

Рассмотренные методы решения одного обыкновенного дифференциального уравнения применимы также к решению систем дифференциальных уравнений и уравнений высшего порядка.

Например, алгоритм решения системы двух уравнений первого порядка



    при   


методом Рунге-Кутта 4-го порядка можно представить следующим образом:






Применение многошаговых методов для решения систем уравнений также не вызывает затруднений и рассмотрено ранее.

Уравнения высшего порядка решают путём сведения их к системам уравнений первого порядка. Например, уравнение 3-го поряда

z'"=f(x,z,z',z"),npи x >x0 z(x0)=z0, z'{x0)=A, z"(x0)=B сводится к системе 3-х уравнений следующим образом: вводя новые переменные

z' = и, и' = v , получаем систему уравнений



 при               


Эту систему можно представлять в векторном виде:

U'=(φ (x,U), x>x0 U(x0)=U0 где




После этого она решается одним из рассмотренных выше методов.
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